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บทคัดย่อ 

ลำด ับคล้ายสมดุล และลำด ับคล้ายสมดุล -ล ูค ัส ได ้ถ ูกนิยามในร ูป 
2
k  และ { }kN  สำหรับ 

ทุกจำนวนเต็มบวก k  โดยที่ kN และ k  เป็นผลเฉลยของสมการเพลล์ 2 212 1N   และลำดับทั้งสอง กำหนด
โดยความสัมพันธ์เวียนเกิดเชิงเส้น 1 14n n nL L L  และ 1 14n n nM M M  สำหรับจำนวนเต็มบวก 
n  โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้น 0 10 , 1L L   และ 0 11 , 2M M   ตามลำดับ สำหรับงานวิจัยนี้ ได้นิยาม
เมทริกซ์  LQ  และ MQ   เพื่อใช้สำหรับสร้างสูตรบิเนต และใช้เมทริกซ์เหล่าน้ีสร้างเอกลักษณ์ต่าง ๆ ของลำดับ
คล้ายสมดุล และลำดับคล้ายสมดุล-ลูคัส 

 
คําสําคัญ: ลำดับคล้ายสมดุล ลำดับคล้ายสมดุล-ลูคัส วิธีเมทริกซ์ 
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Abstract   

Balancing-like and Lucas-balancing-like sequences are defined by 
2
k  and { }kN  for the 

positive integer ,k where kN  and k  are solutions of Pell’s equation 2 212 1N . These sequences 
are determined as linear recurrence relations 1 14n n nL L L  and 1 14n n nM M M  with 
initial conditions 0 10 , 1L L  and 0 11 , 2M M  for the positive integer n , respectively. In 
this paper, some identities of balancing-like and Lucas-balancing-like sequences are obtained by 
using Binet’s formulas, which are formulated by matrices LQ  and MQ . 
 
Keywords: balancing-like sequence, Lucas-balancing-like sequence, matrix method 
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บทนำ 
ในช่วงหลายปีที่ผ่านมา ลำดับที่นิยามโดยความสัมพันธ์เวียนเกิดของจำนวนเต็มบวก ได้มีการศึกษากัน

อย ่างกว ้างขวาง และท ี ่ ร ู ้ จ ักก ันด ี  ได ้แ ก่  ลำด ับฟ ี โบน ักช ี { }nF  นิยามโดยความส ัมพ ันธ ์เว ียนเกิด 

1 2n n nF F F  เมื่อ 2n  โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้น 0 0F  และ 1 1F  อีกลำดับที่คล้ายกัน คือ ลำดับ 
ลูคัส { }nL  นิยามโดยความสัมพันธ์เวียนเกิด 1 2n n nL L L  เม่ือ 2n  โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้น 0 2L  
และ 1 1L  แต่ละพจน์ของลำดับฟีโบนักชี และลำดับลูคัส เรียกว่า จำนวนฟีโบนักชี และจำนวนลูคัส 
ตามลำดับ 

Behera และ Panda [1] ได้นิยามเก่ียวกับจำนวนสมดุล (balancing number) สำหรับ n เรียก 
n ว่า จำนวนสมดุล ถ้า n  สอดคล้องกับสมการ 

1 2 ( 1) ( 1) ( 2) ( )n n n n r  
สำหรับบาง r และเรียก r ว่า ตัวทำให้สมดุล (balancer) ที่สมนัยกับจำนวนสมดุล n และได้กำหนดจำนวน
สมดุล ในรูปความสัมพันธ์เวียนเกิด ดังน้ี 

    1 16n n nB B B                                                               (*) 
โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้นเป็น 0 0B  และ 1 1B และ nB  เป็นพจน์ที่ n ของจำนวนสมดุล 

Panda [2] ได้นิยามจำนวนสมดุล-ลูคัส ในรูปสมการ 28 1nC n  โดยที่ n เป็นจำนวนสมดุล และ
สอดคล้องกับความสัมพันธ์เวียนเกิด คือ  

   1 16n n nC C C                                                      (**)       
สำหรับจำนวนเต็มบวก n  โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้นเป็น 0 1C  และ 1 3C   

Ray [3] ได้นำความสัมพันธ์เวียนเกิดจากสมการ (**) นิยามให้อยู่ในรูปของเมทริกซ์ CQ และหาเอกลักษณ์ที่
เก่ียวข้อง โดยที่เมทริกซ์ CQ เขียนอยู่ในรูป 

      

6 1

1 0BQ

 
Ray [4] ได้นำความสัมพันธ์เวียนเกิดจากสมการ (**) มานิยามให้อยู่ในรูปของเมทริกซ์ CQ และหา

เอกลักษณ์ที่เก่ียวข้อง โดยที่เมทริกซ์ CQ เขียนอยู่ในรูป
 

        

17 3

3 1CQ

 
Panda และ Panda [5] ได้แนะนำเก่ียวกับลำดับคล้ายสมดุลและลำดับคล้ายสมดุล-ลูคัส ในรูปของส่วน

เบี่ยงเบนมาตรฐาน kN  และ k  ซึ่งเป็นผลเฉลยของสมการ 2 212 1N  ที่มีค่าเป็นจำนวนเต็ม  และได้

แสดงลำดับคล้ายสมดุล และลำดับคล้ายสมดุล-ลูคัส ซ่ึงได้ให้ 1{ }n nL  เป็นสัญลักษณ์ของลำดับคล้ายสมดุลที่
สอดคล้องกับความสัมพันธ์เวียนเกิด คือ 
                1 14n n nL L L                                                        (1) 
สำหรับจำนวนเต็มบวก n  โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้นเป็น 0 0L  และ 1 1L    
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ให้  1{ }n nM  เป็นสัญลักษณ์ของลำดับคล้ายสมดุล-ลูคัส  ที่สอดคล้องกับความสัมพันธ์เวียนเกิด 

            1 14n n nM M M                                           (2) 
สำหรับจำนวนเต็มบวก n  โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้นเป็น 0 1M และ 1 2M   

เพอร์มาแนนท์ (permanent) ของเมทริกซ์ [ ]ij n nA a  ซ่ึงเป็นเมทริกซ์จัตุรัสขนาด n  ซ่ึงนิยามโดย 

( )
1

( )
n

n

i i
iS

per A a  

โดยที่ nS  เป็นกรุปสมมาตรของการเรียงสับเปลี่ยนของ {1,2,..., }n  และสามารถดูตัวอย่างใน [6]      
 

จากความสัมพันธ์เวียนเกิดของลำดับคล้ายสมดุลและลำดับคล้ายสมดุล-ลูคัส จะได้ลำดับดังตารางต่อไปน้ี 
 

ตารางท่ี 1  แสดงค่าของ nL  และ nM สำหรับจำนวนเต็มตั้งแต่ 0 ถึง 8 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 

nL  0 1 4 15 56 209 780 2991 10864 

nM  1 2 7 26 97 362 1351 5042 18817 
 

 
วัตถุประสงค์ 

เพื่อนำลำดับคล้ายสมดุล และลำดับคล้ายสมดุล-ลูคัส มาประยุกต์เป็นทฤษฎีบทใหม่ โดยวิธี    เมทริกซ์ 

วิธีดำเนินการวิจัย 
ในการทำวิจัยน้ีจะนำความสัมพันธ์จากสมการ (1) และ (2) มากำหนดให้อยู่ในรูปเมทริกซ์ LQ  และ MQ  

เพ ื ่อใช ้ ในการหาเอกล ักษณ์ต ่ าง ๆ ของลำด ับคล ้ายสมด ุลและลำด ับคล ้ ายสมด ุล -ล ูค ัส โดยว ิ ธี  
เมทริกซ์ ดังน้ี 

1) หาเอกลักษณ์ของลำดับคล้ายสมดุล ที่อยู่ในรูปเมทริกซ์ LQ  ขนาด 2 2  ซ่ึงกำหนดโดย  

                                                    4 1

1 0LQ                                                    (3)                                                        

2) หาเอกลักษณ์ของลำดับคล้ายสมดุล-ลูคัส ที่อยู่ในรูปเมทริกซ์ MQ  ขนาด 2 2  ซ่ึงกำหนดโดย  

                                                   
7 2

2 1MQ                                                    (4) 

 
ผลการวิจัย 

ผลของการวิจัยถูกแบ่งเป็น 2 ส่วน ได้แก่ เอกลักษณ์บางประการของลำดับคล้ายสมดุล โดยวิธี  
เมทริกซ์ ในส่วนแรก และเอกลักษณ์บางประการของลำดับคล้ายสมดุล-ลูคัส  โดยวิธีเมทริกซ์ ในส่วนที่สอง 
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เอกลักษณ์บางประการของลำดับคล้ายสมดุล โดยวิธีเมทริกซ์ 

ทฤษฎีบท 1  สำหรับจำนวนเต็มบวก n  จะได้ว่า  1

1

n n
L

n n

L L
Q
L L

 

พิสูจน์ ให้ n  เป็นจำนวนเต็มบวก จากสมการ (3)  จะได้ 

       
1 1

4 1

1 0
n n

L
n n

L L
Q
L L

  

      1n

n

L

L
                       

ทฤษฎีบท 2  ให้  LQ  เป็นเมทริกซ์ของลำดับคล้ายสมดุล และสำหรับจำนวนเต็มบวก n  จะได้ว่า  

   1

1

n n n
L

n n

L L
Q

L L    

พิสูจน์ สังเกตว่า 2 1

1 0

4 1

1 0L

L L
Q

L L
  ดังน้ัน ทฤษฎีบทน้ี เป็นจริงสำหรับ 1n   

           สมมติให้ 1

1

k k k
L

k k

L L
Q

L L
เป็นจริง สำหรับ n k  

           พิจารณา          1k k
L L LQ Q Q  

                  1

1

4 1

1 0
k k

k k

L L

L L
 

               1 1

1

4

4
k k k

k k k

L L L

L L L
 

                                  2 1

1

k k

k k

L L

L L
                                                

ดังน้ัน โดยหลักการอุปนัยทางคณิตศาสตร์ 1

1

n n n
L

n n

L L
Q

L L
   สำหรับทุก  1n  

ทฤษฎีบท 3  สำหรับจำนวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

     det ( ) 1n
LQ  

พิสูจน์ ให้ n  เป็นจำนวนเต็มบวก จากสมการ (3)  จะได้ 4 1
det det 1

1 0LQ   

ดังน้ัน   det ( ) (det ) 1 1n n n
L LQ Q   

 

ทฤษฎีบท 4  สำหรับจำนวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

   2 1 1 1n n nL L L  
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พิสูจน์  ให้ n  เป็นจำนวนเต็มบวก จะได้  

1

1

det ( ) detn n n
L

n n

L L
Q

L L
    

               2
1 1n n nL L L                                         

และจาก det ( ) (det ) 1n n
L LQ Q   

ดังน้ัน     2 1 1 1n n nL L L          

ทฤษฎีบท 5 ให้ MQ  เป็นเมทริกซ์ของลำดับคล้ายสมดุล-ลูคัส และ 1n   จะได้                             

  
12

1
1

12

1

3 ,

3 ,

n
n n

n nn
M n

n n

n n

L L

L L
Q

M M

M M

      

พิสูจน์ พิจารณา กรณีที่ n  เป็นจำนวนคี่  

สังเกตว่า   2 1

1 0

7 2

2 1M

M M
Q

M M
  ดังน้ัน ทฤษฎีบทน้ี เป็นจริงสำหรับ 1n  

สมมติให้ให้  
1

12

1

3
k

k k k
M

k k

M M
Q

M M
 เป็นจริง สำหรับ n k          

 

พิจารณา            2 2k k
M M MQ Q Q  

                    
1

12

1

15 4
3 3

4 1

k
k k

k k

M M

M M
  

                                          
1

1 12

1 1

15 4 4
3

15 4 4

k
k k k k

k k k k

M M M M

M M M M
  

เน่ืองจาก  1 14k k kM M M  จะได ้

             
2 1

1

1

4

4(4 )

15 4

k k k

k k k

k k

M M M

M M M

M M

 

และ 3 115 4k k kM M M    

เพราะฉะน้ัน   
1

2 3 22

2 1

3
k

k k k
M

k k

M M
Q

M M
  

พิจารณา  กรณี n เป็นจำนวนคู่ 

 สังเกตว่า    2 3 2

2 1

45 12 15 4
3 3

12 3 4 1M

L L
Q

L L
      

            ดังน้ัน ทฤษฎีบทน้ี เป็นจริงสำหรับ 2n  

 สำหรับ n  เป็นจำนวนคู่                 (5)  

  สำหรับ n  เป็นจำนวนคี่                 (6)  
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สมมติให้ 12

1

3
k

k k k
M

k k

L L
Q

L L
 เป็นจริง n k    

 พิจารณา             2 2k k
M M MQ Q Q  

                                12

1

15 4
3 3

4 1

k
k k

k k

L L

L L
  

                      
2

1 12

1 1

15 4 4
3

15 4 4

k
k k k k

k k k k

L L L L

L L L L
  

เน่ืองจาก 1 14k k kL L L  จะได้ 

           
2 1

1

1

4

4(4 )

15 4

k k k

k k k

k k

L L L

L L L

L L

 

และ 3 115 4k k kL L L    

เพราะฉะน้ัน  
2

2 3 22

2 1

3
k

k k k
M

k k

L L
Q

L L
  

ดังน้ัน โดยหลักอุปนัยทางคณิตศาสตร์ จะได้ว่า 

12

1

1
12

1

3

3

n
n n

n n
n
M

n
n n

n n

L L

L L

Q

M M

M M

                                   

สำหรับทุก  1n  

ทฤษฎีบท 6 สำหรับจำนวนเต็ม n  โดยที่ 0n  จะได้ สูตรบิเนตของลำดับคล้ายสมดุล และลำดับคล้ายสมดุล-
ลูคัส ดังน้ี 

             
2 3

n n

nL    และ  
2

n n

nM  

โดยที่  2 3 และ 2 3  

พิสูจน์ ให้  เป็นค่าลักษณะเฉพาะ จะได้ว่า 2 6 3 0  เป็นสมการลักษณะเฉพาะของ MQ   

ดังน้ัน จะได้ 1 3 2 3 และ 2 3 2 3  เป็นค่าลักษณะเฉพาะของ MQ  ซ่ึงสมนัยกับเวกเตอร์

ลักษณะเฉพาะ  1
1

V และ 2
1

V  โดยที่ 2 3 และ 2 3  

กำหนดให้ 1 2( , )A V V
1 1

 และ 3 0

0 3
B  เป็นเมทริกซ์ทแยงมุม ซ่ึงสอดคล้องกับ 

1
MA Q A B   ดังน้ัน สำหรับจำนวนเต็มบวก n  จะได้ 

สำหรับ n เป็นจำนวนคี่

            

 

สำหรับ n เป็นจำนวนคู่ 
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1n n
MQ AB A  

                                                    1 1 ( 3 ) 0 11
10 ( 3 )

n

n
 

                                                  
1

1

1 1( 3)

( ) ( )2 3

n nn

n n
  

                                                    
1 12

1 1

( ) ( ) )3

( ) ( ( ) )2 3

n
n n n n

n n n n
 

จากทฤษฎีบท 5 สำหรับ n  เป็นจำนวนคี่ จะได้  

                          
1 1 12

12
1 1

1

( )3
3

( )2 3

n
n n n n n

n n
n n n n

n n

M M

M M
 

                     
1 1

1
1 1

1

( )1

2 ( )

n n n n
n n

n n n n
n n

M M

M M
 

จากการเท่ากันของเมทริกซ์ จะได้ 
2

n n

nM  

และจากทฤษฎีบท 5 สำหรับ n  เป็นจำนวนคู่ จะได้  

                                         
1 12

1 1

( )3

( )2 3

n
n n n n

n
M n n n n
Q   

                        

1 12
12

1 1
1

1 1
1

1 1
1

( )3
3

( )2 3

( )1

( )2 3

n
n n n n n

n n
n n n n

n n

n n n n
n n

n n n n
n n

L L

L L

L L

L L

 

จากการเท่ากันของเมทริกซ์ จะได้ 
2 3

n n

nL                            

ข้อสังเกต  จากทฤษฎีบท 6  จะได้  1 11, 4, 2 3, 7 4 3, 7 4 3  

ทฤษฎีบท 7  ให้ LQ  เป็นเมทริกซ์จัตุรัส และ n  เป็นจำนวนเต็มบวก จะได้ 

    2
1

( ) ( 4)
3

n
L nper Q M   

พิสูจน์  ให้ n  เป็นจำนวนเต็มบวก และบทนิยาม 1 จะได้ 

                         1

1

( )n n n
L

n n

L L
per Q per

L L
 

                                   
2

1 1n n nL L L   
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                         2 2 1 11
( ) 2 2 ( ) ( ) 2

12
n n n n
Lper Q                          

    

 

         
2 21

4
3 2

n n

 

 

ดังน้ัน  2
1

( ) ( 4)
3

n
L nper Q M  

ในหัวข้อต่อไปน้ีจะหาเอกลักษณ์ของลำดับคล้ายสมดุล-ลูคัส โดยวิธีเมทริกซ์ ซ่ึงจะแยกพิจารณาเป็น
กรณีต่าง ๆ 

เอกลักษณ์บางประการของลำดับคล้ายสมดุล-ลูคัส  โดยวิธีเมทริกซ์ 

บทต้ัง 8  สำหรับจำนวนเต็มบวก n  จะได้ 
 1) 12n n nM L L                                                                                    (5) 
 2) 13 2n n nL M M                                                                                 (6) 
พิสูจน์  1) สังเกตว่า 1 0 12 2(1) 0 2L L M   ดังน้ัน ทฤษฎีบทน้ี เป็นจริงสำหรับ 1n  
           ให้ i  เป็นจำนวนเต็มบวก สมมติให้ 12i i iM L L เป็นจริง สำหรับ 1 i k  
           พิจารณา          1 14k k kM M M  

                   1 1 2

1

4(2 ) (2 )

2
k k k k

k k

L L L L

L L
                                                

ดังน้ัน โดยหลักการอุปนัยทางคณิตศาสตร์ 12n n nM L L   สำหรับทุก  1n  
 2) จากสมการ (5) จะได้ 12 4 2n n nM L L  และ 1 1 22n n nM L L   ดังน้ัน 
   1 1 1 22 4 2 2n n n n n nM M L L L L  

                                                     4

3
n n

n

L L

L
 

น่ันคือ 12 3n n nM M L  

ทฤษฎีบท 9  สำหรับจำนวนเต็มบวก n จะได้ 

    1

1

n n
M

n n

L M
Q

L M
   

พิสูจน์ ให้ n  เป็นจำนวนเต็มบวก จากสมการ (4)  จะได้ 

             
1 1

7 2

2 1
n n

M
n n

L L
Q

L L
 

                1

1

7 2

2
n n

n n

L L

L L
  

2
1
( 4)
3 nM
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จากสมการ (1)  และสมการ (5)  จะได้ 1 17 2n n nM L L  

ดังน้ัน   1

1

n n
M

n n

L M
Q

L M
 

บทแทรก 10  สำหรับจำนวนเต็มบวก n  จะได้  

1 12 n n nM L L  
พิสูจน์ ให้ n  เป็นจำนวนเต็มบวก จากสมการ (7)  จะได้     

1 1 12 4 2n n n n nM L L L L   
ดังน้ัน   1 12 n n nM L L  

ทฤษฎีบท 11  สำหรับจำนวนเต็มบวก n  จะได้ 

    1

1

3n n
M

n n

M L
Q

M L
           

พิสูจน์ ให้ n  เป็นจำนวนเต็มบวก จากสมการ (4)  จะได้ 

                          1

1 1 1

7 2 7 2

2 1 2
n n n n

M
n n n n

M M M M
Q

M M M M
 

จากสมการ (2)  และสมการ (6)  จะได้  1 13 7 2n n nL M M                                                                               

ดังน้ัน   1

1

3n n
M

n n

M L
Q

M L
      

 

บทแทรก 12  สำหรับจำนวนเต็มบวก n  จะได้  

1 16 n n nL M M  
พิสูจน์ ให้ n  เป็นจำนวนเต็มบวก จากสมการ (2) และ (8)  จะได้  1 16 n n nL M M  
 

ทฤษฎีบท 13  สำหรับจำนวนเต็มบวก n  จะได้ 

det( ) ( 3)n n
MQ  

พิสูจน์ ให้ n  เป็นจำนวนเต็มบวก จะได้               

                det ( ) (det ) ( 3)n n n
M MQ Q  

ดังน้ัน     det( ) ( 3)n n
MQ  

ทฤษฎีบท 14  ให้ MQ  เป็นเมทริกซ์จัตุรัส และ n  เป็นจำนวนคี่ จะได้ 
1

2( ) 3 ( 4)n n
M nper Q M  

พิสูจน์ ให้ n  เป็นจำนวนคี่ และทฤษฎีบท 5 จะได้ 
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1

12

1

( ) 3
n

n n n
M

n n

M M
per Q per

M M
      

                              1 2
1 13 ( )n

n n nM M M          

                                         
2

1 1 1 1
13

2 2 2

n n n n n n
n  

                                           
2 2

13 4
2

n n
n                          

ดังน้ัน  1
2( ) 3 ( 4)n n

M nper Q M  
 

ทฤษฎีบท 15  ให้ MQ  เป็นเมทริกซ์จัตุรัส และ n  เป็นจำนวนคู่ จะได้ 
1

2( ) 3 ( 4)n n
M nper Q M  

พิสูจน์ ให้ n  เป็นจำนวนคู่ และจากทฤษฎีบท 5 จะได้ 

                                12

1

( ) 3
n

n n n
M

n n

L L
per Q per

L L
  

                                          2
1 13 ( )n

n n nL L L  

                                           
2

1 1 1 1

3
2 3 2 3 2 3

n n n n n n
n  

                                                        2 23
2 2 16

12

n
n n  

                                            1
23 ( 4)n
nM  

ดังน้ัน  1
2( ) 3 ( 4)n n

M nper Q M  

อภิปรายผลการวิจัย  
 ในงานวิจัยครั้งผู้วิจัยได้นำความรู้ทางพีชคณิตเชิงเส้นเกี่ยวกับเมทริกซ์ และค่าลักษณะเฉพาะนำมา
สร ้างส ูตรบิเนต และเอกลักษณ์ต ่าง ๆ ของลำด ับคล้ายสมดุลและลำด ับคล ้ายสมดุล -ลูค ัส โดยใช้  

เมทริกซ์ 4 1

1 0LQ และ 7 2

2 1MQ  ซ่ึงผลลัพธ์ที่ได้ตรงกับ [7] อีกทั้งได้คำนวณค่าดีเทอร์มิแนนต์และ

เพอร์มาแนนต์ของเมทริกซ์ n
LQ  และ n

MQ  และสามารถสร้างเอกลักษณ์ต่าง ๆ ของลำดับเหล่าน้ีได้อีกมาก 

สรุปผลการวิจัย 
งานวิจัยนี ้เป็นการศึกษาลำดับคล้ายสมดุลและลำดับคล้ายสมดุล -ลูคัส ซึ ่งนิยามโดยความสัมพันธ์ 

เวียนเกิด 1 14n n nL L L  สำหรับจำนวนเต็มบวก n  โดยกำหนดเงื่อนไขค่าเริ่มต้นเป็น 0 10, 1L L  
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และ 1 14n n nM M M  สำหรับจำนวนเต็มบวก n  โดยกำหนดเง่ือนไขค่าเริ่มต้นเป็น 0 11, 2M M   

และได้นิยามเมทริกซ์ 4 1

1 0LQ และ
7 2

2 1MQ  จากลำดับคล้ายสมดุลและลำดับคล้ายสมดุล-ลูคัส 

ตามลำดับ และใช้เมทริกซ์ดังกล่าวหาสูตรบิเนตและได้เอกลักษณ์ต่าง ๆ ของลำดับคล้ายสมดุลที่อยู่ในรูปผลคูณ 
ของเมทริกซ์ LQ  เมทริกซ์ยกกำลัง n

LQ ดีเทอร์มิแนนต์ ของ n
LQ  เพอร์มาแนนต์ของเมทริกซ์ n

LQ  รวมไปถึง
เอกลักษณ์ที่อยู่ในรูปผลคูณของเมทริกซ์ MQ  เมทริกซ์ยกกำลัง n

MQ  ดีเทอร์มิแนนต์ของ n
MQ  เพอร์มาแนนต์ 

ของเมทริกซ์ n
MQ  
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