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ผลการวจิยัและรายละเอียดท่ีปรากฏในบทความ เปนความรับผิดชอบของผูนิพนธ 

มใิชความเหน็หรือความรับผิดชอบของกองบรรณาธกิาร หรือมหาวทิยาลยัราชภัฏสรุาษฎรธาน ี



 
สารจากคณบดี 

 
การจัดการประชุมวิชาการระดับชาติดานวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี เครือขายสถาบันอุดมศึกษาภาคใต ครั้งที่ 7 

ประจำป 2565  (The 7th National Science and Technology Conference: NSCIC 2022) เปนโครงการที่จัดตอเนือ่งทกุ
ปซึ่งปนี้เปนปที่ 7 เพื่อเผยแพรองคความรูทีเ่กิดจากงานวิจัยของนักศึกษาระดับปริญญาตรีของสถาบันเครือขายท้ัง 7 สถาบัน 
โดยที่ประชุมเครือขายมีมติมอบหมายใหคณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏสุราษฎรธานี เปนเจาภาพใน
การจัดประชุมวิชาการระหวางวันที่ 10 – 11 มีนาคม 2565 รูปแบบออนไลน โดยมีหนาที่เปนผูประสานงานหลักในการ
ดําเนินงานตลอดจนการจัดทำรายงานสืบเนื ่องจากการประชุมวิชาการเพื่อเผยแพรแกผูที ่สนใจซึ่งจะเปนประโยชนทาง
วิชาการดานวิทยาศาสตรและเทคโนโลยีตอไป 

การจัดงานประชุมวิชาการในครั้งนี้คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี  มหาวิทยาลัยราชภัฏสุราษฎรธานี  ไดรับความ
รวมมือจากผูทรงคุณวุฒภิายนอกและภายในมหาวทิยาลยัในการตรวจอานประเมนิคุณภาพของผลงานตามลกัษณะของ Peer 
Review ดังนี้ผลงานท่ีผานการประเมินและไดรับการตีพิมพในรายงานสืบเนื่องจากการประชุมวิชาการฉบับนี้จึงเปนงานวิจัยท่ี
มีคุณภาพ คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี  มหาวิทยาลัยราชภัฏสุราษฎรธานี หวังเปนอยางยิ่งวาการจัดการประชุมวิชาการ
ในครั้งนี้จะเปนประโยชนตอผูเขารวมและผูที่สนใจทุกทานเพื่อจะไดรับความรูไปประยุกตใชใหเกิดประโยชนตอตนเองและ
ประเทศชาติตอไป  

คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี  มหาวิทยาลัยราชภัฏสุราษฎรธานี ขอขอบพระคุณผูทรงคุณวุฒิ  คณาจารยและ
บุคลากรทุกทานที่มีสวนรวมในการจัดงานในครั้งนี้เปนอยางดี 
 
 

 
(ผูชวยศาสตราจารย ดร.ฐิติพงศ  เครือหงส) 

คณบดีคณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลย ี
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คำนำ 

 
รายงานสืบเนื่องจากการประชุมวิชาการระดับชาติดานวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี เครือขายสถาบันอุดมศึกษา

ภาคใต ครั ้งที ่ 7 ประจำป 2565 (The Proceedings of the 7th National Science and Technology Conference : 
NSCIC 2022) นี้ไดรวบรวมบทความวิจัยทั้งการนำเสนอภาคบรรยายและโปสเตอรที่นำเสนอในงานประชุมวิชาการระดับชาติ
ดานวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี เครือขายสถาบันอุดมศึกษาภาคใต ครั้งที่ 7 ประจำป 2565 (The 7th National Science 
and Technology Conference : NSCIC 2022) ระหวางวันท่ี 10-11 มีนาคม พ.ศ. 2565  รูปแบบออนไลน  ซึ่งทุกบทความ
ผานการพิจารณาจากกรรมการผูทรงคุณวุฒิที่มีความเชี่ยวชาญในแตละสาขาวิชาของมหาวิทยาลัยราชภัฏสุราษฎรธานีและ
หนวยงานภายนอกมหาวิทยาลัย  รวมทั้งสิ้น 179 บทความ  จาก 6 กลุม  ดังน้ี 

การนําเสนอผลงานในการประชุมวิชาการครั้งนี้มีทั้งภาคบรรยายและภาคโปสเตอร ซึ่งคณะผูจัดทำไดรวบรวมผลงาน
ที่นำเสนอทั้งหมดเปนบทความวิจัยฉบับเต็มไวในรายงานสืบเนื่องจากการประชุมวิชาการระดับชาติดานวิทยาศาสตรและ
เทคโนโลยี เครือขายสถาบันอุดมศึกษาภาคใต ครั้งที่ 7 ประจำป 2565  

 แบบบรรยาย  134  บทความ  ประกอบดวย 
43 บทความจำนวนกลุมที่ 1  ดานคณิตศาสตร วิทยาศาสตร วิทยาศาสตรประยุกต
6 บทความจำนวนกลุมที่ 2  ดานเกษตรศาสตร ประมง

36 บทความจำนวนกลุมที่ 3  ดานวิทยาการคอมพิวเตอร เทคโนโลยีสารสนเทศ และมัลติมีเดีย
19 บทความจำนวนกลุมที่ 4  ดานสาธารณสุขศาสตร วิทยาศาสตรสุขภาพ
20 บทความจำนวนกลุมที่ 5  ดานการศึกษาคณิตศาสตร วิทยาศาสตร และเทคโนโลยี
10 บทความจำนวนกลุมที่ 6  ดานนวัตกรรมสิ่งประดิษฐ เทคโนโลยี และงานสรางสรรค

 แบบโปสเตอร  45  บทความ  ประกอบดวย 
18 บทความจำนวนกลุมที่ 1  ดานคณิตศาสตร วิทยาศาสตร วิทยาศาสตรประยุกต
7 บทความจำนวนกลุมที่ 2  ดานเกษตรศาสตร ประมง
6 บทความจำนวนกลุมที่ 3  ดานวิทยาการคอมพิวเตอร เทคโนโลยีสารสนเทศ และมัลติมีเดีย

10 บทความจำนวนกลุมที่ 4  ดานสาธารณสุขศาสตร วิทยาศาสตรสุขภาพ
4 บทความจำนวนกลุมที่ 5  ดานการศึกษาคณิตศาสตร วิทยาศาสตร และเทคโนโลยี

 คณะกรรมการดำเนินงานจัดประชุมวิชาการนำเสนอผลงานวิจัย  ขอขอบคุณผูบริหารทั้ง 7  สถาบัน  ผูทรงคุณวุฒิ
ทุกทาน ที่สงเสริมและสนับสนุนใหการจัดงานครัง้นี้ประสบความสำเร็จอยางดยีิ่ง  ขอขอบคณุคณะกรรมการดำเนนิงานทุกฝาย
ที่ใหความรวมมือและตั้งใจปฏิบัติงานจนประสบความสำเร็จลุลวงไปดวยดีรวมถึงขอขอบคุณผูสงผลงานเขารวมนำเสนอ  
หวงัเปนอยางยิง่วาผูเขารวมทุกทานจะไดรบัประโยชนจากการประชมุวิชาการในครั้งน้ี 
 

 คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลย ี
 มหาวิทยาลัยราชภัฏสุราษฎรธานี 
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ด้านคณิตศาสตร์ / วิทยาศาสตร์ / วทิยาศาสตร์ประยุกต์ 4 
ลำดับที ่ รหัสบทความ ชื่องานวิจัย หน้า 

3 PSB64190 การพัฒนาเจลล้างมือที่มีสว่นผสมของสารสกัดจากเปลอืกผลไม้ในการต้านการเจริญของ 
เช้ือแบคทีเรียก่อโรคบางชนิด 

191 

4 PSB64215 การยับยั้งเช้ือราโดยใช้สารสกัดหยาบจากใบและเปลือกสับปะรด 202 
5 PSB64231 ฤทธิ์ต้านทานแบคทีเรียของสารสกัดหยาบจากหญ้าตีนกา (Eleusine indica (L.) Gaertn.) 210 
6 PSB64270 ผลของปัจจัยสิ่งแวดลอ้มบางประการตอ่แมลงน้ำในลำธารนำ้ตกมโนราห์ จังหวดัพัทลุง 218 
7 PSB64361 ผลของ 2, 4-D ต่อการชักนำแคลลัสในเมล็ดข้าวเฉี้ยงพัทลุง (Oryza sativa L.) 224 
8 PSB64387 การวิเคราะห์ฤทธิ์ต้านอนุมูลอิสระในสารสกัดข้าวสายพันธุ์ กข 43 ปากรอ และกข 43 ระโนด 230 
9 PSB64399 ฤทธิ์ต้านอนุมูลอิสระและฤทธิ์ต้านแบคทีเรียของสารสกัดหยาบจากใบทองพันชัง่ต่อเชื้อแบคทีเรีย

ก่อโรคผิวหนัง 
236 

10 PSB64403 การแยกและจำแนกชนิดราเอนโดไฟต์จากต้นยี่โถปีนังและต้นโทะ ที่ขึ้นในเหมืองแร่เหล็กเก่า  
อ.นบพิตำ จ. นครศรีธรรมราช 

246 

11 PSB64413 ข้อมูลส่วนโปรตีนของรกชา้งไทยที่ถูกยอ่ยด้วยเปปซิน 255 
12 PSB64422 ฤทธิ์ต้านแบคทีเรียก่อกลิ่นของน้ำมันหอมระเหยจากดอกไม้และการประยุกต์ใช ้ 261 

 
ด้านคณิตศาสตร์ / วิทยาศาสตร์ / วทิยาศาสตร์ประยุกต์ 5 
ลำดับที ่ รหัสบทความ ชื่องานวิจัย หน้า 

1 OSM64196 จำนวนคล้ายสมดุลอันดับสามทัว่ไป 269 
2 OSM64199 การเปรียบเทียบเทคนิคการวิเคราะห์อนุกรมเวลาสำหรับการพยากรณ์ผู้เข้าใชบ้ริการใน 

สำนักงานที่ดิน 
277 

3 OSM64200 การเปรียบเทียบเทคนิคการวิเคราะห์อนุกรมเวลาสำหรับการพยากรณ์ยอดขายสินค้า 287 
4 OSM64204 การเปรียบเทียบเทคนิคการวิเคราะห์อนุกรมเวลาสำหรับการพยากรณ์ค่าโฆษณากูเกิ้ล 296 
5 OSM64210 สมการไดโอแฟนไทน์ 4^x − p^y = dz^2 เมื่อ p ≡ 2,3(mod4) เป็นจํานวนเฉพาะ, d = 4^k 

- 1 เป็นจาํนวนเต็มบวก เมื่อ k เป็นจํานวนเต็มบวก และ x, y, z เป็นจํานวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
305 

6 OSM64224 ปัจจัยที่มีความสัมพันธิ์ต่อผลิตภัณฑ์มวลรวมตามมูลค่าที่แท้จริงของจังหวัดสุราษฎร์ธานี 310 
7 OSM64226 ปัจจัยดา้นภูมิอากาศที่มีอิทธิพลต่อจำนวนผู้ป่วยโรคไวรัสโคโรนา 2019 (โควิด-19) ในภาคใต้ 

ของประเทศไทย 
317 

8 OSM64232 สมบัติบางประการของนัยทั่วไปใหม่ของลำดับคล้าย (p,q) - ฟโีบนักช ี 325 
 
ด้านคณิตศาสตร์ / วิทยาศาสตร์ / วทิยาศาสตร์ประยุกต์ 6 
ลำดับที ่ รหัสบทความ ชื่องานวิจัย หน้า 

1 OSM64233 เอกลักษณ์สำหรับนยัทั่วไปใหม่ของลำดับ (p,q)-ลูคัสทั่วไป 334 
2 OSM64369 ปัจจัยที่มีผลกระทบต่อปริมาณผลผลิตยางพาราเเผ่นดิบคุณภาพ 3 ในจังหวัดสุราษฎร์ธาน ี 342 
3 OSM64374 วิธีการใหม่สำหรับการแก้สมการไม่เชิงเส้นโดยพหุนามเทย์เลอร์กำลังสอง 350 
4 OSM64379 Comparison of Edge Finding Performance with Gradient and Laplacian Techniques 355 
5 OSM64380 Comparison of Edge Finding Performance with Canny and Sobel Techniques 362 
6 OSM64386 ตัวแบบคณิตศาสตร์การแพร่ระบาดของโรคโควิด-19 โดยการฉีดวัคซีนเพื่อให้เกิดภูมิคุ้มกันหมู่ : 

กรณีศึกษาของประเทศไทย 
369 

7 OSM64388 แบบจำลองคณิตศาสตร์การแพร่ระบาดของโรควัณโรคที่มีผลมาจากคนติดเชื้อในระยะแฝง 
ที่ได้รับการวินิจฉยัและได้รับการรักษา และการติดเช้ือซ้ำ 

379 

8 OSM64421 การพยากรณ์ผลิตภัณฑ์มวลรวมของจังหวัดสุราษฎรธ์านี 389 
 
ด้านคณิตศาสตร์ / วิทยาศาสตร์ / วทิยาศาสตร์ประยุกต์ 7 
ลำดับที ่ รหัสบทความ ชื่องานวิจัย หน้า 

1 OSF64230 การพัฒนาเครื่องดื่มน้ำส้มสายชูหมกัผสมพืชท้องถิ่นในจังหวัดยะลา 399 
2 OSF64246 การพัฒนาผลิตภัณฑ์เยลลี่พร้อมดื่มจากน้ำตาลโตนดสดเสริมอินูลิน 409 
3 OSF64247 การพัฒนาโดนัทเค้กทดแทนแป้งสาลีด้วยแป้งข้าวกล้องหอมมะลิและใช้สารทดแทนไขมัน 

จากสาหร่ายเกาะยอ 
416 

4 OSF64337 การใช้แป้งเมล็ดขนุนเป็นสารให้ความคงตัวในไอศกรีมกะทิเสริมบรอกโคลีผง 426 
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บทคัดย่อ 

งานวิจัยนี้ได้ศึกษาเอกลักษณ์สำหรับนัยทั่วไปใหม่ของลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป ซึ่งนิยามโดยความสัมพันธ์เวียนเกิด 

, , , , 1 , , 2p q n p q n p q nL pL qL− −= +  สำหรับจำนวนเต็ม 2n   โดยกำหนดเง่ือนไขค่าเริ่มต้น 2

, ,0 , ,12 ,p q p qL p L p= =  

สำหรับจำนวนเต็ม 1, 1p q   นอกจากนี้ได้ศึกษาสูตรบิเนต์ ได้เอกลักษณ์บางประการของลำดับรวมทั้งสูตรผลรวมของ
ลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป โดยใช้สูตรบิเนต์ที่สร้างขึ้น 

คำสำคัญ: ลำดับ ( , )p q  - ฟีโบนักชีทั่วไป ลำดับ ( , )p q - ลูคัสทั่วไป สตูรบเินต ์
 

Abstract 
In this paper , we introduced Identities on the New Generalized of ( ),p q  - Lucas Sequences which 

are defined by the recurrence relations  , , , , 1 , , 2p q n p q n p q nL pL qL− −= +  for positive integer 2n   with 

initial conditions 2

, ,0 , ,12 ,p q p qL p L p= =  for integer 1, 1p q  . We study the Binet’s formulas, We 

have identities and sums of New Generalized of ( ),p q  - Lucas Sequences, by using Binet’s furmulas. 

Keywords: Generalized ( ),p q  - Fibonacci sequence, Generalized ( ),p q - Lucas sequence, Binet’s formula. 
 
1. บทนำ 

ลำดับฟีโบนักชี และลำดับลูคัสเป็นที่รู้จักกันอย่างแพร่หลายในทางคณิตศาสตร์ ลำดับดังกล่าวได้รับความสนใจจาก
นักวิจัยเป็นจำนวนมาก  

มีผลงานมากมายที่จัดทำขึ้นเพื่อศึกษาลำดับใหม่ที่เกี่ยวข้องรวมทั้งพิสูจน์เอกลักษณ์บางประการของลำดับ ( ),p q  - ฟีโบนักชี 

และลำดับ ( ),p q  - ลูคัส เช่น (Suvarnamani A. , 2016) ได้ศึกษาเกี่ยวกับลำดับทั่วไปซึ่งเป็นลำดับ ( ),p q  - ลูคัส โดยใช้

สูตรบิเนต์ เพื่อแสดงสมบัติบางประการของจำนวน ( ),p q  - ลูคัส และเอกลักษณ์ทั่วไปของจำนวน ( ),p q  - ลูคัส ต่อมา 

(Svarnamani, A.; Tatong, M., 2017) ได้ศึกษาเกี ่ยวกับคุณสมบัติบางอย่างของจำนวน ( ),p q  - ฟีโบนักชี และจำนวน 

( ),p q  - ลูคัส โดยใช้สูตรบิเนต์ เพื่อแสดงสมบัติบางอย่างของจำนวน ( ),p q  - ฟีโบนักชี และจำนวน ( ),p q  - ลูคัส และสมบัติทั่วไป

บางประการเกี่ยวกับผลคูณของจำนวน ( ),p q  - ฟีโบนักชี และจำนวน ( ),p q  - ลูคัส และ (กานต์พิชชา แซ่ตั้ง และคณะ., 2561) 

ได้ศึกษาเกี่ยวกับลำดับทั่วไปของลำดับฟีโบนักชี และลำดับลูคัส โดยการเปลี่ยนความสัมพันธ์เวียนเกิด และเงื่อนไขค่าเริ่มต้น 
พร้อมทัง้ศึกษาฟังก์ชันก่อกำเนิด สูตรบิเนต์ เอกลักษณ์ และสมบัติบางประการของลำดับทั่วไป นอกจากนี้ (Suvarnamani A. , 2018) 
และ (Tasyudu, Y., 2019) ได้ศึกษาลำดับคล้าย ( ),p q  - ฟีโบนักชีทั่วไป ที่เกี่ยวข้องกับลำดับ ( ),p q  - ฟีโบนักชี และลำดับ 
( ),p q  - ลูคัส โดยใช้สูตรบิเนต์ แล้วจะได้เอกลักษณ์พื้นฐาน และสูตรผลรวมของ n  พจน์แรกที่เป็นจำนวนคี่ และจำนวนคู่
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ของลำดับคล้าย ( ),p q  - ฟีโบนักชีทั่วไป นอกจากนี้ยังมีการพิสูจน์ฟังก์ชันก่อกำเนิดของลำดับเหล่านี้  (Thongkam, B.; 

Butsuwan, K.; Bunya, P., 2020) ได้ศึกษาเกี่ยวกับผลคูณ และสมบัติการคูณที่เกี่ยวข้องกับจำนวนคล้าย ( ),p q  - ฟีโบนักชีทั่วไป 

และจำนวน( ),p q  - ลูคัสทั่วไป โดยใช้สูตรบิเนต (คอรีเยาะ เหะซา และคณะ., 2564) ได้ศึกษาเกี่ยวกับผลรวมของลำดับฟีโบนักชี 

และลำดับลูคัสทั่วไป โดยใช้สูตรบิเนต์ในการหาผลรวม 
ในการทำวิจัยครั้งนี้ผู้วิจัยจึงสนใจที่จะศึกษา เอกลักษณ์สำหรับนัยทั่วไปใหม่ของลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป 

โดยกำหนดความสัมพันธ์เวียนเกิดของลำดับ ( ),p q  - ฟีโบนักชีทั่วไป คือ , , , , 1 , , 2p q n p q n p q nF pF qF− −= + สำหรับ 2n   

กำหนดเง่ือนไขค่าเริ่มต้น , ,0 , ,10 ,p q p qF F p= =   สำหรับจำนวนเต็ม 1 , 1p q   และลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป  

ที่มีความสัมพันธ์เวียนเกิด , , , , 1 , , 2p q n p q n p q nL pL qL− −= +  สำหรับ 2n   กำหนดเง่ือนไขค่าเริ่มต้น 2

, ,0 , ,12 ,p q p qL p L p= =  

สำหรับจำนวนเต็ม 1 , 1p q   โดยจะศึกษาสูตรบิเนต์ และใช้สูตรบิเนต์ในการพิสูจน์ เอกลักษณ์ และหาผลรวม
ของลำดับดังกล่าว 

 
2. วิธีดำเนินการวิจัย 

ในส่วนน้ีจะนิยามความสัมพันธ์เวียนเกิดของลำดับ ( ),p q  - ฟีโบนักชีทั่วไป และลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป พร้อม

ทั้งหาสูตรบิเนต์ และสร้างฟังก์ชันก่อกำเนิดของลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป  

บทนิยาม 1 สำหรับ 1p   และ 1q   กำหนดให้ลำดับ ( ),p q  - ฟีโบนักชีทั่วไป เขียนแทนด้วย  , , 0p q n n
F



=
 

และลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป เขียนแทนด้วย  , , 0p q n n
L



=
 กำหนดโดยความสัมพันธ์เวียนเกิด ดังนี ้

                    , , , , 1 , , 2p q n p q n p q nF pF qF− −= +  สำหรับจำนวนเต็มบวก 2n                             (1) 
และ   
                    , , , , 1 , , 2p q n p q n p q nL pL qL− −= +   สำหรับจำนวนเต็มบวก 2n                                 (2) 

โดยมีเง่ือนไขค่าเริ่มต้น , ,0 , ,10 ,p q p qF F p= =  และ 2

, ,0 , ,12 ,p q p qL p L p= =  สำหรับจำนวนเต็ม 1 , 1p q    

 
สำหรับบางค่า 0n   ซึ่ง ลำดับ ( ),p q  - ฟีโบนักชีทั่วไป  และ ลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป  มีค่าดังนี้ 

   2 3 4 2 5 3 2 6 4 2 2

, , 0
0, , , , 2 , 3 , 4 3 ,...p q n n

F p p p pq p p q p p q pq p p q p q


=
= + + + + + +   

และ 

   2 3 4 2 5 3 2 6 4 2 2

, , 0
2 , , 2 , 3 , 4 2 , 5 5 ,...p q n n

L p p p pq p p q p p q pq p p q p q


=
= + + + + + +  

สำหรับ 1p q= =  จะได้ ลำดับ ( ),p q  - ฟีโบนักชีทั่วไป และลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป มีค่าดังน้ี   

   1,1, 0
0, 1,1,2,3,5,8,...n n

F


=
=  

และ 

   1,1, 0
2, 1,3,4,7 ,11,...n n

L


=
=  

 
สมการลักษณะเฉพาะของสมการ (2) คือ 
 
                                               2 0r pr q− − =                                                                (*) 

ดังนั้น รากของสมการลักษณะเฉพาะ คือ 
2

1

4

2

p p q
r

+ +
=    และ   

2

2

4

2

p p q
r

− +
=   สำหรับ 

1 2r r  
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ซึ่งจะได้       1 2r r p+ =     ,   
1 2r r q= −    ,    2

1 2 4r r p q− = +    และ    2

2r q= −  
 

สูตรบิเนต์ (Binet’s formula) 
สูตรบิเนต์ของลำดับ ( ),p q  - ฟีโบนักชีทั่วไป  , , 0p q n n

F


และลำดับ  ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป  , , 0p q n n
L


 คือ 

                              1 2
, ,

1 2

 
n n

p q n

r r
F p

r r

 −
=  

− 
                                                            (3) 

และ 
                                           ( ), , 1 2

n n

p q nL p r r= +                                                             (4) 

 
ฟังก์ชันก่อกำเนิด (Generating functions) 

ฟังก์ชันก่อกำเนิดสำหรับลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป  , , 0p q n n
L


ฟังก์ชันก่อกำเนิด ( )g x  เป็นอนุกรมกำลัง  

                                                  
0

( ) n

n

n

g x a x


=

=                                                            (5) 

ซึ่ง ให้สัมประสิทธิข์องลำดับ 0 1{ , ,...}a a  ให้ฟังก์ชันก่อกำเนิดเป็นนิพจน์สำหรับพจน์ท่ี n  ในอนุกรมที่สอดคล้องกัน 
ทฤษฎีบท 1 ฟังก์ชันก่อกำเนิดของลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป จะได้ 

2

, , 2
0

2
( )

1

n

p q n

n

p p x
g x L x

px qx



=

−
= =

− −
  

พิสูจน์ ลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป สามารถพิจารณาสัมประสิทธ์ิของอนุกรมกำลังท่ีสอดคล้องกับฟังก์ชันก่อกำเนิด

ในสมการ (5) สมมติว่า ลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป เป็นสัมประสิทธิ์ของอนุกรมไม่จำกัดเขตที่มีจุดกำเนิด และพิจารณาฟังก์ชันที่

สอดคล้องกับ ( )g x  ดังนัน้ 

         กำหนดให ้ 2

, ,0 , ,1 , ,2 , , , ,

0

( ) ... ...n n

p q p q p q p q n p q n

n

g x L L x L x L x L x


=

= + + + + + =                (6)     

                               2 3

, ,0 , ,1 , ,2 , , 1 , , 1

1

( ) ... ...n n

p q p q p q p q n p q n

n

pg x x pL x pL x pT x pL x pL x


− −

=

= + + + + + =         (7)                  

         และ 2 2 3 4

, ,0 , ,1 , ,2 , , 2 , , 2

2

( ) ... ...n n

p q p q p q p q n p q n

n

qg x x qL x qL x qL x qL x qL x


− −

=

= + + + + + =   (8) 

         ผลรวมของสมการ (6), (7) และ (8) และใช้นิยามของความสัมพันธ์ (2) จะได้ 
( )2 2 3 2

, ,0 , ,1 , ,2 , ,0 , ,1 , ,2 , ,0( ) 1 p q p q p q p q p q p q p qg x px qx L L x L x pL x pL x pL x qL x− − = + + − − − −  

                                 3 4

, ,1 , ,2 , , , , 1 , , 2... ...n n n

p q p q p q n p q n p q nqL x qL x L x pL x qL x− −− − + + − − +  

                             ( ), ,0 , ,0 , ,1 , , , , 1 , , 2

2

n

p q p q p q p q n p q n p q n

n

L pL x L x L pL qL x


− −

=

= − + + − −         (9) 

เมื่อ , , , , 1 , , 2p q n p q n p q nL pL qL− −= +  สำหรับ 2n   โดยมีเง่ือนไขเริ่มต้น , ,0 2p qL p=  และ 2

, ,1p qL p=  

จากสมการ (2) จะได้ฟังก์ชันก่อกำเนิดของลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป ดังนี้ 

 
 

( ) ( )2 2

, , 1 , , 2 , , 1 , , 2

2

( ) 1 2 (2 ) n

p q n p q n p q n p q n

n

g x px qx p p p x p x pL qL pL qL x


− − − −

=

− − = − + + + − −  
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2

2

2
( )

1

p p x
g x

px qx

−
=

− −
 

ดังนั้น    
2

, , 2
0

2
( )

1

n

p q n

n

p p x
g x L x

px qx



=

−
= =

− −
  

 
3. ผลการวิจัย 
    เอกลักษณ์สำหรับนัยทั่วไปใหม่ของลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป 

ทฤษฎีบท 2 ( เอกลักษณ์ Cassini ) ให้ ,p q  เป็นจำนวนเต็มบวก สำหรับ 1n   จะได้ 
2 2 1 2

, , 1 , , 1 , , ( ) ( 4 )n

p q n p q n p q nL L L p q p q−

+ − − = − +  

พิสูจน์  ให้ ,p q  และ 1n   เป็นจำนวนเต็มบวก โดยใช้สมการ (4) จะได้ 

       ( ) ( ) ( )
2

2 1 1 1 1

, , 1 , , 1 , , 1 2 1 2 1 2

n n n n n n

p q n p q n p q nL L L p r r p r r p r r+ + − −

+ −
 − = + + − +
 

     

                                      ( )2 1 1 1 1

1 2 1 2 1 22n n n n n np r r r r r r+ − − += + −  

                                        2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2( )( 2 )n np r r r r r r− −= − +  
                                        2 1 2

1 2( ) ( )np q r r−= − −  
                                        2 1 2( ) ( 4 )np q p q−= − +  
ดังนั้น 2 2 1 2

, , 1 , , 1 , , ( ) ( 4 )n

p q n p q n p q nL L L p q p q−

+ − − = − +  

 
ทฤษฎีบท 3   ให้ ,p q  เป็นจำนวนเต็มบวก  สำหรับ 2n   จะได้ 

3 2 2

, , 2 , , 1 , , 1 , , ( ) ( 4 )n

p q n p q n p q n p q nL L L L p q p q−

− + −− = − +  

พิสูจน์  ให้ ,p q  และ 2n   เป็นจำนวนเต็มบวก โดยใช้สมการ (4) จะได้  
         ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1 1 1

, , 2 , , 1 , , 1 , , 1 2 1 2 1 2 1 2

n n n n n n n n

p q n p q n p q n p q nL L L L p r r p r r p r r p r r− − + + − −

− + −− = + + − + +  

                                                   ( )2 2 1 1 2 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2

n n n n n n n np r r r r r r r r− + + − − −= + − −  

                                                   ( )( )2 2 2 3 3 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

n np r r r r r r r r− −= + − −  

                                                   ( ) ( )( )
2 22

1 2 1 2

n
p q r r r r

−
= − + −  

                                                   ( ) ( )
23 2 4

n
p q p q

−
= − +  

ดังนั้น 3 2 2

, , 2 , , 1 , , 1 , , ( ) ( 4 )n

p q n p q n p q n p q nL L L L p q p q−

− + −− = − +  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ทฤษฎีบท 4 ( เอกลักษณ์ Catalan ) ให้ , ,p q m  และ n  เป็นจำนวนเต็มบวก สำหรับ m n  จะได้ 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
[337]



( )2 2 2

, , , , , , , ,( ) 4m n

p q m n p q m n p q m p q nL L L p q p q F−

− + − = − +  

พิสูจน์  ให้ ,p q  และ m n  เป็นจำนวนเต็มบวก โดยใช้สมการ (4) จะได้ 
        ( ) ( ) ( )

2
2

, , , , , , 1 2 1 2 1 2

m n m n m n m n m m

p q m n p q m n p q mL L L p r r p r r p r r− − + +

− +
 − = + + − +
 

 

                                            ( )2

1 2 1 2 1 22m n m n m n m n m mp r r r r r r− + + −= + −  
                                            2 2 2

1 2 1 1 2 2( )( 2 )m n m n n n n np r r r r r r− −= − +  

                                            2 2 1 2
1 2

1 2

( ) ( )m n n n r r
p q r r

r r

−  −
= − −  

− 

 

                                            ( )2 2

, ,( ) 4m n

p q np q p q F−= − +  

ดังนั้น ( )2 2 2

, , , , , , , ,( ) 4m n

p q m n p q m n p q m p q nL L L p q p q F−

− + − = − +  

 
ทฤษฎีบท 5 ( เอกลักษณ์ Vajda ) ให้ , , ,p q k m  และ n  เป็นจำนวนเต็มบวก จะได้ 

( )1 2

, , , , , , , , , , , ,( 1) ( 4 )
mm

p q m n p q m k p q m p q m n k p q k p q nL L L L q p q F F+

+ + + +− = − +  

พิสูจน์  ให้ , , ,p q k m  และ n  เป็นจำนวนเต็มบวก โดยใช้สมการ (4) จะได้  
       , , , , , , , ,p q m n p q m k p q m p q m n kL L L L+ + + +−  
              ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2

m n m n m k m k m m m n k m n kp r r p r r p r r p r r+ + + + + + + += + + − + +  

              ( )2

1 2 1 2 1 2 1 2

m n m k m k m n m m n k m n k mp r r r r r r r r+ + + + + + + += + − −  

              ( )2

1 2 2 1 2 1 1 2( ) ( )
m k n n k n np r r r r r r r r = − − − 

 

              ( ) 2 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

( ) ( )
( 1) ( )

( ) ( )

k k n n
m r r r r

q r r p p
r r r r

− −
= − − −

− −
 

              ( )1 2

, , , ,( 1) ( 4 )
mm

p q k p q nq p q F F+= − +  

ดังนั้น  ( )1 2

, , , , , , , , , , , ,( 1) ( 4 )
mm

p q m n p q m k p q m p q m n k p q k p q nL L L L q p q F F+

+ + + +− = − +  

 
ทฤษฎีบท 6  ให้  , ,p q m   และ n  เป็นจำนวนเต็มบวก จะได้ 

( )3

, ,2 , ,2 1 , ,2 1 , ,2 , ,2 24p q m p q n p q m p q n p q m nL L qL L p pq F+ − ++ = +  

พิสูจน์  ให้ , ,p q m  และ n  เป็นจำนวนเต็มบวก โดยใช้สมการ (4) จะได้ 
                    , ,2 , ,2 1 , ,2 1 , ,2p q m p q n p q m p q nL L qL L+ −+  

                          ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

m m n n m m n np r r p r r q p r r p r r+ + − − = + + + + +
 

 

                          ( )2 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2 2 1

1 1 2 1 2 2

m n m n n m m np r r r r r r+ + + + + += + + +  

                             ( ) ( )2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 2 1

1 2 1 1 2 1 2 2

m n m n n m m nr r p r r r r r r+ − − − + − + − + + +
 

 

                          ( )2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

m n m n m n m np r r r r r r+ + + + + += + − −  

                          ( )( )2 2 2 2 2 1 2
1 2 1 2

1 2

m n m n r r
p r r r r

r r

+ +
  −

= − −  
−  

 

                          ( )3

, ,2 24 p q m np pq F += +  

ดังนั้น  ( )3

, ,2 , ,2 1 , ,2 1 , ,2 , ,2 24p q m p q n p q m p q n p q m nL L qL L p pq F+ − ++ = +  

ทฤษฎีบท 7 ( เอกลักษณ์  d’Ocagne ) ให้ , ,p q m   และ n  เป็นจำนวนเต็มบวกสำหรับ m n จะได้ 
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( ) ( )2 1 2

, , , , 1 , , 1 , , , ,( 1) 4
nn

p q m p q n p q m p q n p q m nL L L L p q p q F+

+ + −− = − +  

พิสูจน์  ให้ ,p q  และ m n  เป็นจำนวนเต็มบวก โดยใช้สมการ (4) จะได้  
        , , , , 1 , , 1 , ,p q m p q n p q m p q nL L L L+ +−  

              ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2

m m n n m m n np r r p r r p r r p r r+ + + += + + − + +  

              ( )2 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2

m n n m m n n mp r r r r r r r r+ + + += + − −  
              ( )( )2

1 2 1 2 1 2( 1) m n n mp r r r r r r= − − −  

              ( )( )( )2 1
1 2 1 2 1 2

1

( 1) n n m n m n r r
p r r r r r r

r r

− −  −
= − − −  

− 

 

              ( ) ( )2 1 2

, ,( 1) 4
nn

p q m np q p q F+

−= − +  

ดังนั้น  ( ) ( )2 1 2

, , , , 1 , , 1 , , , ,( 1) 4
nn

p q m p q n p q m p q n p q m nL L L L p q p q F+

+ + −− = − +  

 
ทฤษฎีบท 8  ผลรวมของ  n   พจน์แรกของลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป  จะได้ 

2

, , 1 , ,

, ,

0

2

1

n
p q n p q n

p q i

i

p p L qL
L

p q

+

=

− − −
=

− −
  

พิสูจน์  ให ้ n  เป็นจำนวนเต็มบวก โดยใช้สมการ (4) จะได้ 

          ( ), , 1 2

0 0

n n
i i

p q i

i i

L p r r
= =

 = +
    

                       1 2

0 0

n n
i i

i i

p r r
= =

 
= + 

 
   

                       
1 1

1 2

1 2

1 1

1 1

n nr r
p

r r

+ + − −
= + 

− − 

 

                       ( )( ) ( )( )

( )( )

1 1

1 2 2 1

1 2

1 1 1 1

1 1

n nr r r r
p

r r

+ + − − + − −
 =

− −  

 

                       ( ) ( ) ( )( )

( )

1 1

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2

1

n n n nr r r r r r r r
p

r r r r

+ + − + − + + +
 =

− + +  

 

                       
2

, , 1 , ,2

1

p q n p q np p L qL

p q

+− − −
=

− −
 

ดังนั้น  
2

, , 1 , ,

, ,

0

2

1

n
p q n p q n

p q i

i

p p L qL
L

p q

+

=

− − −
=

− −
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
ทฤษฎบีท 9  ผลรวมของ n  พจน์แรกของจำนวนคี่ของเอกลักษณส์ำหรับนัยทั่วไปใหมข่องลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป จะได ้
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( )2 2

, ,2 3 , ,2 1

, ,2 1 2 2
0

1

1

n
p q n p q n

p q i

i

p q L q L
L

p q

+ +

+

=

+ − +
=

− +
  

พิสูจน์  ให ้ n  เป็นจำนวนเต็มบวก โดยใช้สมการ (4) จะได้ 

         ( )2 1 2 1

, ,2 1 1 2

0 0

n n
i i

p q i

i i

L p r r+ +

+

= =

 = +
    

                       2( 1) 1 2( 1) 1

1 2

0 0

n n
n n

i i

p r r+ + + +

= =

 
= + 

 
   

                       2( 1) 2( 1)

1 1 2 2

0 0

n n
n n

i i

p r r r r+ +

= =

 
= + 

 
   

                       
2( 1) 2( 1)

1 2
1 22 2

1 2

1 1

1 1

n nr r
p r r

r r

+ +    − −
= +    

− −    

 

                       ( )( ) ( )( )
( )( )

2 3 2 2 3 2

1 1 2 2 2 1

2 2

2 1

1 1

1 1

n nr r r r r r
p

r r

+ + − − + − −
 =

− −  

 

                       ( )( ) ( ) ( )( )
22 3 2 3 2 1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

1

1

n n n np r r r r p r r p r r r r

p q

+ + + ++ − − + + +
=

− +
 

                       ( )2 2

, ,2 3 , ,2 1

2 2

1

1

p q n p q np q L q L

p q

+ ++ − +
=

− +
 

ดังนั้น  ( )2 2

, ,2 3 , ,2 1

, ,2 1 2 2
0

1

1

n
p q n p q n

p q i

i

p q L q L
L

p q

+ +

+

=

+ − +
=

− +
  

 
ทฤษฎีบท 10  ผลรวมของ n พจน์แรกของจำนวนคู่ของเอกลักษณ์สำหรับนัยทั่วไปใหม่ของลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป จะได้  

3 2

, ,2( 1) , ,2

, ,2 2 2
0

2

1

n
p q n p q n

p q i

i

p p L q L
L

p q

+

=

− − +
=

− +
  

พิสูจน์  ให ้ n  เป็นจำนวนเต็มบวก โดยใช้สมการ (4) จะได้ 

         ( )2 2

, ,2 1 2

0 0

n n
i i

p q i

i i

L p r r
= =

 = +
    

                      2( 1) 2( 1)

1 2

0 0

n n
n n

i i

p r r+ +

= =

 
= + 

 
   

                      ( )2( 1) 2( 1)

1 2

0

n
n n

i

p r r+ +

=

 = +
   

                      
2( 1) 2( 1)

1 2

1 2

1 1

1 1

n nr r
p

r r

+ +    − −
= +    

− −    
 

                      
( )( )

( )( ) ( )( )2( 1) 2 2( 1) 2

1 2 2 12 2

1 2

1 1 1 1
1 1

n np
r r r r

r r

+ + = − − + − −
 − −

 

                      
( )

( ) ( ) ( )( )
22 2 2( 1) 2( 1) 2 2

1 2 1 2 1 2 1 22 2 2 2

1 2 1 2

2
1

n n n np
r r r r r r r r

r r r r

+ + = − + − + + +
 − − +

 

                      
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

22 2 2( 1) 2( 1) 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

22 2

1 2 1 2

2

1

n n n np p r r p r r p r r r r

r r r r

+ +− + − + + +
=

− + +
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3 2

, ,2( 1) , ,2

2 2

2

1

p q n p q np p L q L

p q

+− − +
=

− +
 

ดังนั้น  
3 2

, ,2( 1) , ,2

, ,2 2 2
0

2

1

n
p q n p q n

p q i

i

p p L q L
L

p q

+

=

− − +
=

− +
  

 
4. อภิปรายผลการวิจัย 

งานวิจัยนี้เป็นการศึกษาเอกลักษณ์สำหรับนัยทั่วไปใหม่ของลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป โดยนิยามความสัมพันธ์เวียนเกิด 

คือ , , , , 1 , , 2 ; 2p q n p q n p q nL pL qL n− −= +   ซึ่งมีเง่ือนไขค่าเริ่มต้น 2

, ,0 , ,12 ,p q p qL p L p= =  สำหรับจำนวนเต็ม 1 , 1p q   
พร้อมทั้งพิสูจน์เอกลักษณ์ Cassini, Catalan, Vajda, d’Ocagne และผลรวมของ n  พจน์แรก รวมทั้งผลรวมของจำนวนคู่ 
และจำนวนคี่ โดยใช้สูตรบิเนต์ในการหาผลลัพธ์ดังกล่าวของลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป 

 ในการทำวิจัยครั้งต่อไปสามารถขยายแนวคิดของเอกลักษณ์สำหรับนัยทั่วไปใหม่ของลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป  

โดยการเปลี่ยนเง่ือนไขค่าเริ่มต้นหรือความสัมพันธ์เวียนเกิด ศึกษาเอกลักษณ์เพิ่มเติมของลำดับ ( ),p q  - ฟีโบนักชีทั่วไป

กับลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป และผลรวมระหว่างลำดับ ( ),p q  - ฟีโบนักชีทั่วไปกับลำดับ ( ),p q  - ลูคัสทั่วไป 
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