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บทคัดยอ 
งานวิจัยน้ีไดศึกษาจํานวนคลายสมดุล และจํานวนคลายสมดุล-ลูคัส และไดนิยามจํานวนคลายสมดุลอันดับสามท่ัวไป 

และกรณีพิเศษ 2 กรณี ซึ่งไดแก จํานวนคลายสมดุลอันดับสาม และจํานวนคลายสมดุล-ลูคัสอันดับสาม สรางสูตรบิเนต 
ฟงกชันกอกําเนิด บางเอกลักษณ และสูตรผลรวม 

คําสําคัญ: สูตรบิเนต จํานวนคลายสมดุลอันดับสาม จํานวนคลายสมดุล-ลูคัสอันดับสาม  
 

Abstract 
In this paper, we discuss about balancing-like and balancing-like Lucas and define the generalized 

third-order balancing-like number and two special cases, balancing-like and balancing-like Lucas numbers. 
We investigate Binet’s formulas, generating functions, some identities and summation formulas.  

Keywords: Binet’s formulas, third-order balancing-like numbers, third-order balancing-like Lucas numbers 
  

1. บทนํา   
  Panda G.K.  และ Panda A.K.  (2014) ไดแนะนําเก่ียวกับจํานวนคลายสมดุลและจํานวนคลายสมดุล-ลูคัส ในรูป

ของสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ,k kN   ซึ่งเปนผลเฉลยของสมการเพลล (Pell’s Equation) 2 212 1N   ท่ีมีคาเปนจํานวน

เต็ม และไดแสดงลําดับของจํานวนคลายสมดุลและคลายสมดุล-ลูคัส โดยกําหนดให 1{ }n nL 
  เปนสัญลักษณของลําดับคลาย

สมดุล ซึ่งสอดคลองกับความสัมพันธเวียนเกิด ดังน้ี  
 1 14 , 1n n nL L L n         

โดยมีเง่ือนไขคาเริ่มตนเปน 0 0L   และ 1 1L   และ 1{ }n nM 
  เปนสัญลักษณของลําดับคลายสมดุล-ลูคัส ซึ่งสอดคลอง

กับความสัมพันธเวียนเกิด ดังน้ี   

 1 14 , 1n n nM M M n         

โดยมีเง่ือนไขคาเริ่มตนเปน 0 1M   และ 1 2M    

 ในงานวิจัยน้ี ไดนําความสัมพันธในรูปความสัมพันธเวียนเกิดของจํานวนคลายสมดุล และจํานวนคลายสมดุล-ลูคัส มา
สรางความสัมพันธเวียนเกิดของจํานวนคลายสมดุลอันดับสามท่ัวไป ซึ่งจะมีสองกรณียอย ไดแก จํานวนคลายสมดุล อันดับสาม 
และจํานวนคลายสมดุล-ลูคัส และสรางสูตรบิเนต ฟงกชันกอกําเนิด บางเอกลักษณ และสูตรผลรวม  

 ลําดับไตรโบนักชีท่ัวไป 0 1 2 0{ ( , , ; , , )}n nW W W W r s t   (หรือเขียนโดยยอ 0{ }n nW  ) นิยามโดย 

                     1 2 3n n n nW rW sW tW          0 ,W a  1 ,W b  2 ,W c  3n                     (1.1)   
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โดยท่ี 0 1 2, ,W W W เปนจํานวนเชิงซอนหรือจํานวนจริง และ , ,r s t  เปนจํานวนจริง ลําดับน้ีไดรับการศึกษาโดยนักวิจัยเปน

จํานวนมาก ซึ่งสามารถดูไดใน (Bruce, 1984; Spickerman , 1980; Soykan, 2019; Yilmaz & Taskara, 2014) 

   ให { }nW  เปนลําดับความสัมพันธเวียนเกิดอันดับสาม ซึ่งมีสมการลักษณะเฉพาะ 

                                                                                               3 2 0x rx sx t                                                   (1.2)   
มีรากของสมการลักษณะเฉพาะ ดังน้ี 
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3 2 2 3 2

( , , )
27 108 6 27 4
r t r s rst s t

r s t         

และ 1 3
exp(2 / 3)

2
i

i 
 

    

ขอสังเกต   ,r      s       และ t    

ถา ( , , ) 0r s t   แลวสมการ (1.2)  จะมีหน่ึงผลเฉลยเปนจํานวนจริง ( )  และอีกสองผลเฉลยเปนจํานวนเชิงซอน 

ดังน้ัน จะไดสูตรบิเนตของจํานวนไตรโบนักชีท่ัวไป สําหรับจํานวนเต็ม n  ท้ังหมด ดังน้ี 

         1 2 3
( )( ) ( )( ) ( )( )

n n n

n
b b b

W
  

           
  

     
                            (1.3)   

โดยท่ี        1 2 1 0( ) ,b U U U       2 2 1 0( ) ,b U U U       3 2 1 0( )b U U U        

สูตรบิเนตของลําดับจะสอดคลองสมการ (1.2)  สําหรับจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ ซึ่ง Howard and Saidak (2010) ได

พิสูจนผลลัพธเหลาน้ีไวแลว  
 

2. วิธีดําเนินการวิจัย 
ในงานวิจัยน้ีศึกษาจํานวนคลายสมดุล จํานวนคลายสมดุล-ลูคัส และลําดับไตรโบนักชีท่ัวไป สรางความสัมพันธเวียน

เกิดของจํานวนคลายสมดุลอันดับสามท่ัวไป จากน้ันนําความสัมพันธเวียนเกิดดังกลาว นําไปสรางสูตรบิเนต ฟงกชันกอกําเนิด  
บางเอกลักษณ และสูตรผลรวม 

3. ผลการวิจัย 

   ในงานวิจัยน้ีจะพิจารณา 4,r   1,s    1t   และให  ดังน้ัน จะไดลําดับคลายสมดุลอันดับสามท่ัวไป 

 นิยามโดยความสัมพันธเวียนเกิดอันดับสาม ดังน้ี 

                                                                                                     (3.1)                                    

โดยคาเริ่มตน 0 ,U a  1 ,U b  2U c  ไมเปนศูนยพรอมกันท้ังหมด 
จากสมการ (1.3)  จะไดสูตรบิเนตของลําดับคลายสมดุลอันดับสามท่ัวไป ดังน้ี 

                                                                                (3.2)   

โดยท่ี  1 2 1 0,b U U U        2 2 1 0,b U U U        3 2 1 0b U U U                 
และ  ,   และ  รากของสมการลักษณะเฉพาะ  น่ันคือ 

n nW U

0 0 1 2 0{ } { ( , , )}n n n nU U U U U 

1 2 34n n n nU U U U    

1 2 3
( )( ) ( )( ) ( )( )

n n n

n
b b b

U
  

           
  

     

 3 24 1 0x x x   
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ซึ่ง  และจะได  
            
                                                   

                                                  

ตารางท่ี 1 แสดง ลําดับคลายสมดุลท่ัวไปอันดบัสามของ 8 พจนแรก 

n  nU  
0  0U  
1  1U  
2  2U  
3  2 1 04U U U   
4  2 1 015 3 4U U U   
5  2 1 057 11 15U U U   
6  2 1 0217 42 57U U U   
7  2 1 0826 160 217U U U   
8  2 1 03144 609 826U U U   

 
ตอไปน้ี พิจารณาลําดับคลายสมดุลอันดับสามท่ัวไป  ซึ่งมีสองกรณี คือ ลําดับคลายสมดุลอันดับสาม 

   และลําดับคลายสมดุล-ลูคัสอันดับสาม
 

 นิยามโดยความสัมพันธเวียนเกิด  

         1 2 34 ,n n n nL L L L                                (3.3)                                                      
                        1 2 34 ,n n n nM M M M                             (3.4)    

ตามลําดับ 
จากสมการ (3.3)  และ (3.4)  จะไดสูตรบิเนตของจํานวนคลายสมดุลอันดับสาม และจํานวนคลายสมดุล-ลูคัสอับดบั

สาม ดังน้ี 

                                   
1 1 1

( )( ) ( )( ) ( )( )

n n n

nL
  

           

  
  

     
                                  (3.5)   

                                                      (3.6)  

   

1/3 1/3

1/3 1/3
2

1/3
2

4 119 119 119 199
3 54 108 54 108

4 119 119 119 199
3 54 108 54 108

4 119 119 119 199
3 54 108 54 108
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                     

                     

                    

1/3



1 3
exp(2 / 3)

2
i

i 
 

 

4    

1    

1 

0{ }n nU 

0{ }n nL  0{ }n nM 

0 1 20, 1, 4L L L  

0 1 21, 2, 7M M M  

1 1 1( 2) ( 2) ( 2)
( )( ) ( )( ) ( )( )

n n n
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     
           

    
  

     
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ทฤษฎีบท 1 ให  เปนฟงกชันกอกําเนิดท่ัวไปของลําดับคลายสมดุลอันดับสาม  จะไดวา 

                                                      
2

2 1 0 1 0 0
3 20

( 4 ) ( )

4 1
n

n

U U U x U U x U
U x

x x x





    


  
                                                 (3.7)   

พิสูจน   
ให

0
( ) ,n

n n
n

xU x x U x



   

0
( ) ,n

n n
n

U x U x



   2 2

0
4 ( ) 4 n

n n
n

x U x x U x



   และ 3 3

0
( ) n

n n
n

x U x x U x



   จะได 

  2 3 2 3

0 0 0 0
( 1 4 ) ( ) 4n n n n

n n n n n
n n n n

x x x U x U x x U x x U x x U x
   

   
               

                                               

                               
จะได ฟงกชันกอกําเนิดท่ัวไปของลําดับคลายสมดุลอันดับสาม  

                                                                

บทแทรก 2  ฟงกชันกอกําเนิดของลําดับคลายสมดุลอันดับสาม  และลําดับคลายสมดุล-ลูคัสอันดับสาม  

        (1)   
2

3 20

3

4 1
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x x
L x

x x x
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
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             (2)    
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x x
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

 

 
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
  

พิสจูน  จากความสัมพันธเวียนเกิด (3.1)  แทนคาโดยให 0, 1, 4a b c    และ 1, 2, 7a b c    จะได ความสัมพันธ

เวียนเกิดของจํานวนคลายสมดลุอันดับสาม จาํนวนคลายสมดุล-ลูคสัอันดับสาม ดังสมการ (3.3) และ (3.4)ตามลําดับ นําไป

แทนคาในสมการ (3.7)  จะไดบทแทรก 2    

 ทฤษฎีบท 3  สําหรับ n  เปนจํานวนเต็ม จะได 
  (1)  3 2 12 8 ,n n n nM L L L        0n        

 (2)  1 2 ,n n nM L L    0n           

 (3)  1 22 ,n n n nM L L L      2n            

 (4)  1 2 37 2 ,n n n nM L L L       3n       

พิสูจน            ให            

                                                                                                                (3.8)  
สําหรับ  จะได                           
    
   
จากเง่ือนไขคาเริ่มตน จะได 
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( 4 ) n

n n n n
n

U U U U x


  


    

2
0 1 0 2 1 0( ) ( 4 )U U U x U U U x     

2
2 1 0 1 0 0

3 20

( 4 ) ( )

4 1
n

n

U U U x U U x U
U x

x x x





    


  


{ }nL { }nM

3 2 1n n n nM aL bL cL    

1,2,3n  0 3 2 1M aL bL cL  

1 4 3 2M aL bL cL  

2 5 4 3M aL bL cL  
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                                                                                                                                   (3.9)    
                                                                   
หาคา ,a b  และ  โดยใชหลักเกณฑคราเมอร จะได 2,a    8b   และ   
จะได  
                                                                                              

(3.10)
  

จากสมการ (3.3)  และ (3.10)  จะได 
 1 2n n nM L L                                         

         1 22n n n nM L L L     

ทฤษฎีบท 4  สําหรับ n  เปนจํานวนเต็ม จะได 

          (1)  3 2 17 3 13 5 ,n n n nL M M M        0n                   
          (2)  2 17 2 3 ,n n n nL M M M      0n         
          (3)  1 17 2 4 ,n n n nL M M M      1n       
        (4)  1 27 4 2 ,n n n nL M M M      0n                                                   

  
พิสูจน  ให 
                                                                                          (3.11)  
สําหรับ  จะได  
                                                                             

 
 

 
ดังน้ัน จากเง่ือนไขคาเริ่มตน จะได 
             
                                                                         (3.12)                
                                                                         
หาคา  และ  โดยใชหลักเกณฑคราเมอร จะได 3

,
7

a    13
7

b   และ   
จะได  

                                                         (3.13)   
จากสมการ (3.4)  และ (3.13)  จะได  

2 17 2 3n n n nL M M M      

1 17 2 4n n n nL M M M     

ทฤษฎีบท 5 สําหรับจาํนวนเต็ม 0n   จะได 

           (1)
    

 

15 4 1a b c  

57 15 4 2a b c  

217 57 15 7a b c  

c 1c  

3 2 12 8n n n nM L L L     

3 2 1n n n nL aM bM cM    

1,2,3n 

0 3 2 1L aM bM cM  

1 4 3 2L aM bM cM  

2 5 4 3L aM bM cM  

27 7 2 0a b c  

103 27 7 1a b c  

392 103 27 4a b c  

,a b c
5
7

c  

3 2 17 3 13 5n n n nL M M M     

3 2 1 2 1 0

0

3 2 3 2

3

n
n n n

k
k

U U U U U U
U   



    

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           (2)
   

 

           (3)
    

2 2 2 1 2 2 1
2 1

0

5 3 5 5 18 2

21

n
n n n

k
k

U U U U U
U  




    
   

พิสูจน 
จากสมการ (3.1)  จะได                             

                                     3 1 24 , 3k k k kU U U U n        
ดังน้ัน 

 
0 3 2 1

1 4 3 2

2 5 4 3

4

4

4

U U U U

U U U U

U U U U

  
  
  

 

              
                                             
                                         

   
 

                                  1 2 14n n n nU U U U      

จากสมการขางตน จะได 
                                               

                             

จะได                   

ตอไปน้ี จะแสดงพจนดรรชนีคูและดรรชนีคี่ จากสมการ (3.1)  จะได 

                                                                   1 2 34 , 3k k k kU U U U n             
สําหรับ ดรรชนีเลขคู จะได 
   
  
    
   
          
          
           

        

                       
  

                                        

                        
  

2 2 2 1 2 1 0
2

0

2 3 5 3 16

21

n
n n n

k
k

U U U U U
U  



   




3 1 24n n n nU U U U    

2 1 14n n n nU U U U    

0 1 2 1 2 3 4 1 2 3... 2 2 ... 2n n n nU U U U U U U U U U U              2 3 4 24 4 4 4 nU U U U     

1 2 1 2 3
0 0

3 2 2 3
n n

k k n n n
k k

U U U U U U U  
 

       0 1 22 2 2U U U  

0 1 2 1 2 3

0

2 3 2 3

3

n
n n n

k
k

U U U U U U
U   



    


2 3 1 04U U U U  

4 5 3 24U U U U  

6 7 5 44U U U U  



2 4 2 3 2 5 2 64 n n n nU U U U     

2 2 2 1 2 3 2 44 n n n nU U U U     

2 2 1 2 1 2 24 n n n nU U U U    

2 1 3 5 2 1 2 1 2 1 0 2 4 2 2
0

4 (2 2 ... 2 ) 2 ( ... )
n

k n n n n
k

U U U U U U U U U U U   


           

1 2 1 0 2 2 2 1
1 1

2
n n

k k n n
k k

U U U U U U 
 

      

2 1 2 1 0 2 2 1
1 1

5 2
n n

k k n n
k k

U U U U U U 
 

     
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                                                  (3.14)           

และดรรชนีเลขคี่ จะได 

   
   
    
   

            
           
           

 
                         

       

                                     

                          
         

                                                           
                          (3.15)  

จากสมการ (3.14)  และ (3.15)  จะได   และ  ดังน้ี 

        

                    
                    

      2 2 2 1 2 2 1 0
2 1

0

5 3 2 5 18 2

21

n
n n n

k
k

U U U U U U
U  




    
   

สําหรับลําดับคลายสมดุลอันดับสาม  และลําดับคลายสมดุล-ลูคัสอันดับสาม  จะไดดัง 

บทแทรก ตอไปน้ี 

บทแทรก 6   สําหรับจํานวนเต็ม   จะได 

              (1)    3 2 1
0

1
( 3 2 1)

3

n

k n n n
k

L L L L  


      

        (2)   2 2 4 2 3 2 2 2
0

1
(2 3 20 4 5)

21

n

k n n n n
k

L L L L L  


      

        (3)   2 1 2 2 2 1 2
0

1
(5 3 5 4)

21

n

k n n n
k

L L L L  


     

พิสูจน จากความสัมพันธเวียนเกิด (3.1)  แทนคาโดยให 0, 1, 4a b c    จะได ความสัมพันธเวียนเกิดของจํานวนคลาย

สมดุลอันดับสาม ดังสมการ (3.3)  นําไปแทนคาในทฤษฎีบท 5   
 

2 2 1 2 2 1 1 0
1 1

5 2
n n

k k n n
k k

U U U U U U 
 

     

3 4 2 14U U U U  

5 6 4 34U U U U  

7 8 6 54U U U U  



2 3 2 2 2 4 2 54 n n n nU U U U     

2 1 2 2 2 2 34 4n n n nU U U U    

2 1 2 2 2 2 14 n n n nU U U U    

2 1 2 4 6 2 2 2 1 3 5 2 1
1

4 (2 2 ... 2 ) ( ... )
n

k n n n
k

U U U U U U U U U U  


          

2 2 2 1 2 1 2 2 1
1 1

2
n n

k n k n
k k

U U U U U U  
 

      

2 1 2 2 2 1 2 2 1
1 1

5 2
n n

k k n n
k k

U U U U U U  
 

     

2 1 2 2 2 2 1 2 1
1 1

5 2
n n

k k n n
k k

U U U U U U  
 

     

2
0

n

k
k

U

 2 1

0

n

k
k

U 



1 0 2 2 1 2 2
2

0

3 16 5 3 2

21

n
n n n

k
k

U U U U U
U  



   


0{ }n nL  0{ }n nM 

0n 
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บทแทรก 7 สําหรับ 0n   จะได 

         (1)   3 2 1
0

1
( 3 2 1)

3

n

k n n n
k

M M M M  


      

         (2)   2 2 2 2 1 2
0

1
(2 3 5 10)

21

n

k n n n
k

M M M M 


       

         (3)   2 1 2 2 2 1 2
0

1
(5 3 2 1)

21

n

k n n n
k

M M M M  


      

พิสูจน จากความสัมพันธเวียนเกิด (3.1)  แทนคาโดยให 1, 2, 7a b c    จะได ความสัมพันธเวียนเกิดของจํานวนคลาย

สมดุล-ลูคัสอันดับสาม ดังสมการ (3.4)  นําไปแทนคาในทฤษฎีบท 5   
 
4. อภิปรายผลการวิจัย  
 ในการศึกษาวิจัยครั้งน้ี ไดสรางความสัมพันธเวียนเกิดของลําดับคลายสมดุลอันดับสามท่ัวไป และไดพิจารณาสอง
กรณีคอื ลําดับจํานวนคลายสมดุลอันดับสาม และลําดับคลายสมดุล-ลูคัสอันดับสาม  ซึง่จากความสัมพันธเวียนเกิด ดังกลาว
สามารถใชหา สูตรบิเนต ฟงกชันกอกําเนิด บางเอกลักษณ โดยใชหลักเกณฑคราเมอร และผลรวมเชิงเสน สําหรับผูท่ีสนใจ
สามารถศึกษาเอกลักษณของจํานวนคลายสมดุล จํานวนคลายสมดุล-ลูคัส อันดับสามโดยวิธีเมทริกซ 
 
5. กิตติกรรมประกาศ 
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สมบูรณตลอดระยะเวลาในการทําวิจัย และขอขอบคุณเพ่ือน ๆ ในสาขาวิชาคณิตศาสตรทุกคนท่ีคอยใหคําแนะนํา และ
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