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บทคัดย่อ 

งานวิจัยนีไ้ด้ศึกษาจำนวนไฮบริดจาร์คอบทัลและจำนวนไฮบริดจารค์อบทัล-ลูคัส ที่มคีวามสัมพันธ์ 

, , , 1 , 2 , 3k n k n k n k n k nJH J J i J J h  และ , , , 1 , 2 , 3k n k n k n k n k njH j j i j j h   

โดยพัฒนาจาก k-จาร์คอบทัลและ k-จาร์คอบทัล-ลูคสั ทีม่ีความสัมพันธ์เวียนเกิด , , 1 , 2( 1)k n k n k nJ k J kJ  

เงื่อนไขค่าเริม่ต้น ,0 ,10, 1k kJ J  และ , , 1 , 2( 1)k n k n k nj k j kj  เงื่อนไขค่าเริ่มต้น 

,0 ,12, 2k kj j และสร้างสตูรบิเนต์ของลำดับดังกล่าวและใช้สูตรบเินต์แสดงสมบัติของจำนวนไฮบรดิ k-จาร์คอบทัล

และจำนวนไฮบริด k-จาร์คอบทัล-ลูคัส 
  

คำสำคัญ : จำนวนไฮบรดิจารค์อบทัล  จำนวนไฮบริดจาร์คอบทัล-ลูคัส  สตูรบเินต ์
 
Abstract  
 In this paper, we introduce Jacobsthal hybrid numbers and Jacobsthal-Lucas hybrid numbers : 

, , , 1 , 2 , 3k n k n k n k n k nJH J J i J J h  and , , , 1 , 2 , 3k n k n k n k n k njH j j i j j h   

where as , , 1 , 2( 1)k n k n k nJ k J kJ  with initial conditions ,0 ,10, 1k kJ J  and 

, , 1 , 2( 1)k n k n k nj k j kj  with initial conditions ,0 ,12, 2k kj j . Moreover, we study the Binet 

formulas and use them to prove some properties of k-Jacobsthal hybrid numbers and k- Jacobsthal-Lucas 
hybrid number. 
 
Keywords:  Jacobsthal hybrid number, Jacobsthal-Lucas hybrid number, Binet formula.  
 
บทนำ  

ลำดับจาร์คอบทัล เป็นลำดับของจำนวนจริงที่ถูกตั้งช่ือตามนักคณิตศาสตร์ชาวเยอรมัน Ernst Jacobsthal 
และได้มีนักคณิตศาสตร์จำนวนมากท่ีพัฒนาเอาแนวคิดไปใช้ เช่น 

 Silesianae (2019) ได้ศึกษาจำนวนจาร์คอบทัลและจำนวนไฮบริดจาร์คอบทัล-ลูคัส โดยความสัมพันธ์เวียนเกิด 

1 22n n nJ J J  และ 1 22n n nj j j โดยกำหนดเง่ือนไขค่าเริม่ตน้ 0 10, 1J J  และ 
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0 12, 1j j  ต่อมา AL-KATEEB (2021) ได้ศึกษาและเกิดความสนใจเกี่ยวกับนัยทั่วไป จำนวนจารค์อบทัลและ

จำนวนคอบทัล-ลูคสั คือ , , 1 , 2( 1)k n k n k nJ k J kJ  และ
, 1, , 2( 1)
k nk n k nj k j kj  

โดยกำหนดเง่ือนไขค่าเริ่มต้น ,0 ,10, 1k kJ J  และ ,0 ,12, 1k kj j  Esra ERKAN (2021) ได้ศึกษาเกี่ยวกบัจำนวน   

k-ฟีโบนักชีและจำนวนไฮบริด k-ลคูัส คือ 1 2n n nF F F− −= +  โดยกำหนดเง่ือนไขค่าเริ่มต้น 0 1 1F F= =  
และ 1 2n n nL L L− −= +  โดยกำหนดเงื่อนไขค่าเริ่มต้น 

0 2,L = 1 1L = ในปีเดียวกัน Szynal-Liana (2021) ได้ศึกษา

เกี่ยวกับ จำนวนไฮบริด ( , )j r n จาร์คอบทัล คือ 1 22n n nJ J J  โดยกำหนดเงื่อนไขค่าเริ่มต้น 

0 10, 1J J , ( , ) 2 ( , 1) (2 4 ) ( , 2)r r rJ r n J r n J r n  โดยกำหนดเง่ือนไขค่าเริ่มต้น 

( ,0) 1J r  1( ,1) 1 2rJ r  Cerda-Morales (2021) ได้ศึกษาเกี่ยวกับการตรวจสอบคุณสมบตัิและจำนวน
ไฮบริดฟีโบนักชีทั่วไป คือ 2 1n n nF F F+ += +  โดยกำหนดเง่ือนไขค่าเริ่มต้น 

0 0,F = 1 1F =  และ 2 1n n nL L L+ += + โดย
กำหนดเงื่อนไขค่าเริ่มต้น 

0 2,L = 1 1L = และ Aydın (2021) ได้ศึกษาเกี่ยวกับจำนวนไฮบริด k-ฟีโบนักชีและการแทน 

เมทริกซ ์คือ , 1 , , 1, 1k n k n k nF kF F n  โดยกำหนดเง่ือนไขค่าเริ่มต้น ,0 ,10, 1k kF F  

การทำวิจัยในครั้งนี้ผู้จัดสนใจที่จะศึกษาเรื่อง จำนวนไฮบรดิจารค์อบทัลและจำนวนไฮบรดิจาร์คอบทัล-ลูคัส 
โดยพัฒนาจากจำนวน k-จาร์คอบทัลและ k-จาร์คอบทัล-ลูคัส ที่มีความสัมพันธ์เวียนเกิด คือ 

, , 1 , 2( 1)k n k n k nJ k J kJ  โดยกำหนดเงื่อนไขค่าเริ่มต้น ,0 ,10, 1k kJ J  และ 

, , 1 , 2( 1)k n k n k nj k j kj     โดยกำหนดเง่ือนไขค่าเริ่มต้น ,0 ,12, 2k kj j และจะศึกษาสตูรบิเนต์รวมถึง

สมบัติที่เกีย่วข้องกับไฮบริด k-จารค์อบทัลและจำนวนไฮบรดิ k-จารค์อบทัล-ลูคัส 
 
วัตถุประสงค์ของการวิจัย  

เพือ่ศึกษาเกี่ยวกับไฮบรดิ k-จาร์คอบทัล และจำนวนไฮบริด k-จาร์คอบทัล-ลคูัส สร้างสตูรบเินต์ของไฮบริด k-จาร์
คอบทัล และจำนวนไฮบริด k-จารค์อบทัล-ลคูัส และเอกลักษณไ์ฮบริด k-จาร์คอบทัล และจำนวนไฮบริด k-จาร์คอบทัล-ลูคสั 
โดยใช้สูตรบิเนต ์
 
วิธดีำเนินการวจิัย  

AL-KATEEB (2021) กำหนดให้ 2,k 0n  เป็นจำนวนเต็ม นัยทั่วไปจำนวนจาร์คอบทัลและจำนวนจาร์

คอบทัล-ลูคัส ที่กำหนดโดย , , 1 , 2( 1)k n k n k nJ k J kJ  และ , , 1 , 2( 1)k n k n k nj k j kj  โดย

กำหนดเงือ่นไขค่าเริ่มต้น ,0 0,kJ ,1 1kJ  และ ,0 ,1 2k kj j  ตามลำดับ และนำเสนอฟังก์ชันก่อกำเนิดและ

สูตรบเินต์ของจำนวนจาร์คอบทัลและจำนวนจาร์คอบทัล-ลคูัส ดังทฤษฎีต่อไปนี ้

ทฤษฎีบท 1  AL-KATEEB (2021) ฟังก์ชันกอ่กำเนิดของ ,k nJ และ ,k nj คือ 
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ทฤษฎีบท 2  AL-KATEEB (2021) พจน์ที่ n จำนวนจาร์คอบทลัและจำนวนจาร์คอบทัล-ลคูัส คือ 
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พิจารณาเซต K  ของจำนวนไฮบรดิ Z เมื่อ Z a bi c dh  

โดยที ่ , , ,a b c d จะได ้

1.  2 1,i = −  2 0, = 2 1h = และ 

2.  ih hi i= − = +  
ให้ 

1 1 1 1 1Z a b i c d h= + + + และ 
2 2 2 2 2Z a b i c d h= + + + เป็นจำนวนไฮบริดสองจำนวนใดๆ จะได ้

1. 1 2 ,Z Z=  1 2 ,a a=  
1 2 ,b b=  

1 2 ,c c=  
1 2 ,d d=  (การเท่ากัน) 

2. 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )Z Z a a b b i c c d d h+ = + + + + + + +  (การบวก) 

3. 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )Z Z a a b b i c c d d h− = − + − + − + −  (การลบ) 

4. 
1 1 1 1 1sZ sa sb i sc sd h= + + +  (การคูณด้วยสเกลาร์) 

ไดต้ารางการคณูของจำนวนไฮบรดิ ดังตารางที ่1 
         ตารางที ่1  การคูณจำนวนไฮบริด 

•  i    h  

i  1−  1 h−  i +  

  1h+  0  −  

h  i− −    1 

 

นิยาม                         Z a bi c dh a bi c dh = + + + = − − −  
2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2C Z Z Z ZZ a b c c d a b bc d= = = + − − − = + − −  

เรียก ( )C Z ว่า เอกลักษณไ์ฮบริดของ Z  
 
ผลการวิจัย  

 ในส่วนนี้จะศึกษาเกี่ยวกับจำนวนไฮบริด k-จาร์คอบทัล และจำนวนไฮบริด k-จาร์คอบทัล-ลูคัส และสรา้ง
สูตรบเินต์ เพือ่นำไปใช้ในการพิสูจน์สมบัตติ่างๆ 

บทนิยาม 3  ให้ 0n   พจน์ที ่ n  ของจำนวนไฮบริดจาร์คอบทัลแทนด้วย ,k nJH  และพจน์ท่ี n  ของจำนวนไฮบริดจาร์

คอบทัล-ลคูัสแทนด้วย ,k njH  ถูกนิยามดังนี ้

                           , , , 1 , 2 , 3k n k n k n k n k nJH J J i J J h                                                 (1) 

                           , , , 1 , 2 , 3k n k n k n k n k njH j j i j j h                                                (2) 

ตามลำดับ  
จากสมการข้างต้น เราสามารถเขยีนจำนวนไฮบริดของจาร์คอบทัลและจาร์คอบทัล-ลคูัส นั่นคอื                          
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   ,0 ,0 ,1 ,2 ,3k k k k kJH J J i J J h  

 20 ( 1) ( 1)i k k k h  
   ,1 ,1 ,2 ,3 ,4k k k k kJH J J i J J h                     

    2 3 21 ( 1) ( 1) ( 1)k i k k k k k h  

 
และ 

   ,0 ,0 ,1 ,2 ,3k k k k kjH j j i j j h  

                                     22 2 (4 2) (4 4 2)i k k k h  
                           ,1 ,1 ,2 ,3 ,4k k k k kjH j j i j j h  

                                     2 3 22 (4 2) (4 4 2) (4 4 4 2)k i k k k k k h  

 
 
ทฤษฎีบท 4  ให ้ 0n  เป็นจำนวนเต็มแล้ว จะได ้          

         2 2 2
, , , 1 , , 1( ) (3 2 ) 2k n k n k n k n k nC JH J k k J kJ J                                                   (3)     

                          
, 2

2 2
, 1 , 22 ( 1) ( 1)

k nk n k nk k J J k J                              

 

พิสูจน์  จาก  , , , 1 , 2 , 3k n k n k n k n k nJH J J i J J h  

          จะได้ 2 2 2
, , , 1 , 1 , 2 , 3( ) 2k n k n k n k n k n k nC JH J J J J J  

                                 

, 2 , 1

, 1

2 2
, , 1 , 1 , 1 ,

2
, 2 , 1

2 2
, , 1 , 1 , 1 , 1 ,

2 2 2 2
, 2 , 1

2 2 2
, , 1 , , 1

2 (( 1) )

(( 1) )

2 ( 1) 2

(( 1) 2( 1) )

2( 1) 2
k n k n

k n

k n k n k n k n k n

k n k n

k n k n k n k n k n k n

k n k n

k n k n k n k n

J J J k J kJ

k J kJ

J J J k J J kJ

k J k J kJ k J

J J k J kJ J
, 2

, 1

, 1 , 1

, 2

, 2

2 2

2 2
, 1 , 2

2 2 2 2 2
, , 1 , , 1

2 2
, 1 , 2

2 2 2
, , 1 , , 1

2
, 1 , 2

( 1)

2 ( 1) )

2( 1) 2

2 ( 1) ( 1)

(1 2 2 ) 2

2 ( 1) ( 1)

k n

k n

k n k n

k n

k n

k n k n
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k n k n

k n k n k n k n

k n k n

k J

k k J J k J

J J k J k J kJ J

k k J J k J

J k k J kJ J

k k J J k J

, 2

2
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k n
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ทฤษฎีบท 5  ให ้ 0n  เป็นจำนวนเต็มแล้ว จะได ้  

         2 3
,

1
(1 ) ( 1) (1 )

1
n n

k nJH k ki k k h i h
k

                                   (4)             

 

พิสูจน์  จาก , , , 1 , 2 , 3k n k n k n k n k nJH J J i J J h  

                           

1 1 2 2

3 3

2 3

2 3

( 1) ( 1) ( 1)

1 1 1

( 1)

1

1
( 1) ( 1)

1
( 1) ( 1)
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(1 ) ( 1) (1 )
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n n n n n n
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n n n n n n

n n

n n

k k k
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k k k
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k k ki k k k k h i
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h

k ki k k h i h
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ทฤษฎีบท 6  ให ้ 0n  เป็นจำนวนเต็มแล้ว จะได ้  

          2 2 2
, , , 1 , , 1( ) (3 2 ) 2k n k n k n k n k nC jH j k k j kj j                                                     (5)     

                          
, 2

2 2
, 1 , 22 ( 1) ( 1)

k nk n k nk k j j k j                              

             

พิสูจน์  จาก  , , , 1 , 2 , 3k n k n k n k n k njH j j i j j h  

          จะได้ 2 2 2
, , , 1 , 1 , 2 , 3( ) 2k n k n k n k n k n k nC jH j j j j j  

                                 

, 2 , 1

, 1

2 2
, , 1 , 1 , 1 ,

2
, 2 , 1

2 2
, , 1 , 1 , 1 , 1 ,

2 2 2 2
, 2 , 1

2 2 2
, , 1 , , 1

2 (( 1) )

(( 1) )

2 ( 1) 2

(( 1) 2( 1) )

2( 1) 2
k n k n

k n

k n k n k n k n k n

k n k n

k n k n k n k n k n k n

k n k n

k n k n k n k n

j j j k j kj

k j kj

j j j k j j kj

k j k j kj k j

j j k j kj j
, 2

, 1

, 1 , 1

, 2

, 2

2 2

2 2
, 1 , 2

2 2 2 2 2
, , 1 , , 1

2 2
, 1 , 2

2 2 2
, , 1 , , 1

2
, 1 , 2

( 1)

2 ( 1) )

2( 1) 2

2 ( 1) ( 1)

(1 2 2 ) 2

2 ( 1) ( 1)

k n

k n

k n k n

k n

k n

k n k n

k n k n k n k n

k n k n

k n k n k n k n

k n k n

k j

k k j j k j

j j k j k j kj j

k k j j k j

j k k j kj j

k k j j k j

, 2

2

2 2 2
, , 1 , , 1 , 1 , 2

2 2

(3 2 ) 2 2 ( 1)

( 1)
k n

k n k n k n k n k n k nj k k j kj j k k j j

k j
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ทฤษฎีบท 7  ให ้ 0n  เป็นจำนวนเต็มแล้ว จะได ้  

         2 3
,

1
4 (1 ) 2( 1)( 1) (1 )
1

n n
k njH k ki k k h k i h

k
                    (6)      

 

พิสูจน์  จาก , , , 1 , 2 , 3k n k n k n k n k njH j j i j j h    
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การพิสูจน ์ข้อ (iii)-(iv) สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกัน 
ทฤษฎีบท 9  ให้ 0n r  เป็นจำนวนเต็มแล้ว จะได ้   
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สามารถพิสูจน์ ข้อ (iii)-(iv) ได้ในทำนองเดียวกัน 
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สามารถพิสูจน์ ข้อ (ii)-(iii) ได้ในทำนองเดียวกัน 
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