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บทคัดย่อ

งานวิจัยนี้ศึกษาเกี่ยวกับพนุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน และพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน ซึ่ง
เป็นการต่อยอดจากงานวิจัยของ H. Arslan (2021) โดยได้ศึกษาความสัมพันธ์เวียนเกิด สูตรบิเนต ผลบวก ผลต่าง ผล
คูณ และเอกลักษณ์แคสสินี ของพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน และพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน
นอกจากนี้ยังศึกษาผลบวก ผลต่าง และผลคูณ ระหว่างพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน กับสังยุค และระหว่างพหุ-
นามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียนกับสังยุคในลักษณะเดียวกัน

คำสำคัญ: พหุนามเพลล์ พหุนามเพลล์-ลูคัส พหุนามเกาส์เซียนเพลล์ พหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส
พหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน พหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน
2020 MSC: 11B37; 11B39

1 บทนำ
A. F. Horadam [1], [2] ได้แนะนำลำดับฟีโบนักชีเชิงซ้อน หลังจากนั้นผู้เขียนหลายคนก็ได้ศึกษาลำดับเกาส์

เซียนฟีโบนักชี ลูคัส เพลล์ และเพลล์-ลูคัส ซึ่งลำดับเกาส์เซียนฟีโบนักชี และลูคัสถูกกำหนดโดยความสัมพันธ์เวียนเกิด
GFn+1 = GFn + GFn−1 โดยที่ GF0 = i, GF1 = 1 และ GLn+1 = GLn + GLn−1 โดยที่
GL0 = 2 − i, GL1 = 1 + 2i ตามลำดับ นอกจากนี้ลำดับเกาส์เซียนเพลล์ จะถูกกำหนดโดยความสัมพันธ์
เวียนเกิด GPn+1 = 2GPn + GPn−1 โดยที่ GP0 = i, GP1 = 1 และลำดับเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส จะถูก
กำหนดโดยความสัมพันธ์เวียนเกิด GQn+1 = 2GQn + GQn−1 โดยที่ GQ0 = 2 − 2i, GQ1 = 2 +

2i ในทางกลับกันลำดับพหุนามเพลล์ถูกกำหนดความสัมพันธ์เวียนเกิด Pn+1(x) = 2xPn(x) + Pn−1(x) โดยที่
P0(x) = 0, P1(x) = 1 ในทำนองเดียวกัน ลำดับพหุนามเพลล์-ลูคัส ถูกกำหนดโดยQn+1 = 2xQn(x)+Qn−1(x)

โดยที่ Q0(x) = 2, Q1 = 2x นอกจากนี้สมบัติบางประการที่เกี่ยวข้องกับลำดับเหล่านี้ยังได้รับการศึกษาโดย A. F.
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Horadam และ Bro. J. M. Mahon [3] ต่อมา S. HALICI และ S. OZ [4] ได้นิยามพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ โดย
ความสัมพันธ์เวียนเกิด GPn+1(x) = 2xGPn(x) +GPn−1(x) โดยที่ GP0(x) = i, GP1(x) = 1 T. Yagmur
[5] ได้นิยามพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส โดยความสัมพันธ์เวียนเกิดGQn+1(x) = 2xGQn(x)+GQn−1(x) โดยที่
GQ0(x) = 2− 2xi,GQ1(x) = 2x+ 2i

งานวิจัยนี้ได้ขยายแนวคิดของ H. Arslan [6] ซึ่งควอเทอร์เนียนมีเเนวคิดมาจากเซตของจำนวนเชิงซ้อน ได้ถูก
คิดค้นโดย W.R. Hamilton ซึ่งเขียนแทนในรูปแบบ k = k0e0 + k1e1 + k2e2 + k3e3 = (k0, k1, k2, k3) เมื่อ
k0, k1, k2 และ k3 เป็นจำนวนจริง และ e0, e1, e2 และ e3 เป็นหน่วยควอเทอร์เนียน อีกทั้งในปี 2021 H. Arslan [6]
ได้ให้บทนิยามของ ลำดับเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน และลำดับเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน ดังนี้QGPn =

e0GPn+e1GPn+1+e2GPn+2+e3GPn+3 และ QGQn = e0GQn+e1GQn+1+e2GQn+2+e3GQn+3

ตามลำดับ
งานวิจัยนี้มุ่งเน้นศึกษาความสัมพันธ์เวียนเกิด สูตรบิเนต ผลบวก ผลต่าง ผลคูณ และเอกลักษณ์แคสสินีของพหุนาม

เกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน และพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน นอกจากนี้ยังศึกษาผลบวก ผลต่าง และ
ผลคูณ ระหว่างพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน กับสังยุค และระหว่างพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร-์
เนียน กับสังยุค

2 ความรู้พื้นฐาน
H. Arslan [6] ได้ให้สูตรบิเนตของลำดับเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน และลำดับเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์

เนียน ดังนี้

QGPn =
αnA− βnB

α− β
และ QGQn =

αnA+ βnB

2
ตามลำดับ

เมื่อ α = 1 +
√
2 , β = 1−

√
2 , α+ β = 2 , α−β = 2

√
2 , αβ = −1

โดยที่ A =
3∑

s=0

(αs + iαs−1)es และ B =
3∑

s=0

(βs + iβs−1)es

สังยุคของลำดับเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน QGP ∗
n และลำดับเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน QGQ∗

n

กำหนดโดย

QGP ∗
n = e0GPn − e1GPn+1 − e2GPn+2 − e3GPn+3 และ

QGQ∗
n = e0GQn − e1GQn+1 − e2GQn+2 − e3GQn+3 ตามลำดับ

สังยุคเชิงซ้อนของลำดับเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียนQGPn และลำดับเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียนQGQn

กำหนดโดย

QGPn = e0GPn + e1GPn+1 + e2GPn+2 + e3GPn+3 และ
QGQn = e0GQn + e1GQn+1 + e2GQn+2 + e3GQn+3 ตามลำดับ

A. F. Horadam และ Bro. J. M.Mahon [3] ได้ให้เอกลักษณ์ของพหุนามเพลล์ และพหุนามเพล์-ลูคัส ดังนี้

Pn+1(x) + Pn−1(x) = Qn(x) = 2xPn(x) + 2Pn−1(x) (2.1)
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Qn+1(x) +Qn−1(x) = (4x2 + 4)Pn(x) (2.2)

Pn(x)Qn(x) = P2n(x) (2.3)

Pn+2(x) + Pn−2(x) = (4x2 + 2)Pn(x) (2.4)

P 2
n+2(x)− P 2

n−2(x) = (8x3 + 4x)P2n(x) (2.5)

Q2
n+1(x)−Q2

n−1(x) = 2x(4x2 + 4)P2n(x) (2.6)

αn(x) = α(x)Pn(x) + Pn−1(x) (2.7)

βn(x) = β(x)Pn(x) + Pn−1(x) (2.8)

เมื่อ α(x) = x+
√
1 + x2 , β(x) = x−

√
1 + x2

S. HALICI และ S. OZ [4] ได้ให้ความสัมพันธ์ระหว่างพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ กับพหุนามเพลล์ ดังนี้

GPn(x) = Pn(x) + iPn−1(x) (2.9)

โดยที่ P0(x) = 0 และ P1(x) = 1

และพหุนามเกาส์เซียนเพล์เขียนในรูปความสัมพันธ์เวียนเกิด ดังนี้

GPn+1(x) = 2xGPn(x) +GPn−1(x) (2.10)

โดยที่ GP0(x) = i และ GP1(x) = 1

สูตรบิเนตของพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ คือ

GPn(x) =
αn(x)− βn(x)

α(x)− β(x)
+ i

α(x)βn(x)− αn(x)β(x)

α(x)− β(x)

เมื่อ α(x) = x+
√
1 + x2 , β(x) = x−

√
1 + x2

T. Yagmur [5] ความสัมพันธ์ระหว่างพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส กับพหุนามเพลล์-ลูคัส เขียนได้ดังนี้

GQn(x) = Qn(x) + iQn−1(x) (2.11)

โดยที่ Q0(x) = 2 และ Q1(x) = 2x

และพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสเขียนในรูปความสัมพันธ์เวียนเกิด ดังนี้

GQn+1(x) = 2xGQn(x) +GQn−1(x) (2.12)

โดยที่ GQ0(x) = 2− 2xi และ GQ1(x) = 2x+ 2i

สูตรบิเนตของพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส คือ

GQn(x) = αn(x) + βn(x)− [β(x)αn(x) + α(x)βn(x)]i

เมื่อ α(x) = x+
√
1 + x2 , β(x) = x−

√
1 + x2
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3 ผลการศึกษา
ผลการวิจัยในครั้งนี้ ได้แบ่งศึกษาออกเป็น 2 หัวข้อหลัก คือ เอกลักษณ์ของพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน

และเอกลักษณ์ของพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน โดยศึกษาความสัมพันธ์เวียนเกิด สูตรบิเนต เอกลักษณ์
แคสสินี นอกจากนี้ยังได้ศึกษาผลบวก ผลต่าง ผลคูณ และเอกลักษณ์อื่น ๆ ของทั้งสองพหุนามในลักษณะเดียวกัน

3.1 เอกลักษณ์ของพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน
บทนิยาม 3.1. ให้ n เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ พหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน กำหนดโดย

QGPn(x) = e0GPn(x) + e1GPn+1(x) + e2GPn+2(x) + e3GPn+3(x)

เมื่อ e0, e1, e2 และ e3 เป็นหน่วยควอเทอร์เนียน โดยที่ e20 = 1, e0ei = eie0 = ei, i = 1, 2, 3

e21 = e22 = e23 = e1e2e3 = −1 และ GPn(x) เป็นพจน์ที่ n ของพหุนามเกาส์เซียนเพลล์

ทฤษฎีบท 3.2. ให้ n เป็นจำนวนเต็มบวก จะได้ความสัมพันธ์เวียนเกิด ดังนี้

QGPn(x) + 2xQGPn+1(x) = QGPn+2(x)

พิสูจน์. QGPn(x) + 2xQGPn+1(x)

= e0GPn(x) + e1GPn+1(x) + e2GPn+2(x) + e3GPn+3(x)

+2x(e0GPn+1(x) + e1GPn+2(x) + e2GPn+3(x) + e3GPn+4(x))

= e0(2xGPn+1(x) +GPn(x)) + e1(2xGPn+2(x) +GPn+1(x))

+e2(2xGPn+3(x) +GPn+2(x)) + e3(2xGPn+4(x) +GPn+3(x))

= e0GPn+2(x) + e1GPn+3(x) + e2GPn+4(x) + e3GPn+5(x)

= QGPn+2(x)

จากทฤษฎีบท 3.2 ให้ α(x) และ β(x) เป็นรากของสมการ QGPn(x) + 2xQGPn+1(x) = QGPn+2(x)

จะได้ α(x) = x+
√
1 + x2 , β(x) = x−

√
1 + x2 , α(x) + β(x) = 2x , α(x)−β(x) = 2

√
x2 + 1 และ

α(x)β(x) = −1

บทตั้ง 3.3. ให้ n เป็นจำนวนเต็มบวก จะได้

α(x)QGPn(x) +QGPn−1(x) = αn(x)A

β(x)QGPn(x) +QGPn−1(x) = βn(x)B

โดยที่ A =
3∑

k=0

(αk(x) + iαk−1(x))ek และ B =
3∑

k=0

(βk(x) + iβk−1(x))ek

พิสูจน์. GPn(x) = Pn(x) + iPn−1(x) และ (2.7) : αn(x) = α(x)Pn(x) + Pn−1(x)

α(x)QGPn(x) +QGPn−1(x)

= α(x)(e0GPn(x) + e1GPn+1(x) + e2GPn+2(x) + e3GPn+3(x))

+ (e0GPn−1(x) + e1GPn(x) + e2GPn+1(x) + e3GPn+2(x))
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=

3∑
k=0

ek(α(x)GPn+k(x) +GPn+k−1(x))

=
3∑

k=0

ek[(α(x)Pn+k(x) + iα(x)Pn+k−1(x)) + (Pn+k−1(x) + iPn+k−2(x))]

=
3∑

k=0

ek[αn+k(x) + iαn+k−1(x)]

= αn(x)A

และ GPn(x) = Pn(x) + iPn−1(x) และ (2.8) : βn(x) = β(x)Pn(x) + Pn−1(x)

β(x)QGPn(x) +QGPn−1(x)

= β(x)(e0GPn(x) + e1GPn+1(x) + e2GPn+2(x) + e3GPn+3(x))

+ (e0GPn−1(x) + e1GPn(x) + e2GPn+1(x) + e3GPn+2(x))

=
3∑

k=0

ek(β(x)GPn+k(x) +GPn+k−1(x))

=
3∑

k=0

ek[(β(x)Pn+k(x) + Pn+k−1(x)) + (β(x)iPn+k−1(x) + iPn+k−2(x))]

=
3∑

k=0

ek[βn(x)(βk(x) + iβk−1(x))]

= βn(x)B

ทฤษฎีบท 3.4. (สูตรบิเนต) ให้ n เป็นจำนวนเต็มบวก สูตรบิเนตสำหรับพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอ
เทอร์นียน คือ

QGPn(x) =
αn(x)A− βn(x)B

α(x)− β(x)

โดยที่ A =

3∑
k=0

(αk(x) + iαk−1(x))ek และ B =

3∑
k=0

(βk(x) + iβk−1(x))ek

พิสูจน์. จากบทตั้ง 3.3 สามารถนำมาพิสูจน์ได้ดังนี้
αn(x)A− βn(x)B

α(x)− β(x)
=

(α(x)QGPn(x) +QGPn−1(x))− (β(x)QGPn(x) +QGPn−1(x))

α(x)− β(x)

=QGPn(x)

ทฤษฎีบท 3.5. (เอกลักษณ์แคสสินี) ให้ n เป็นจำนวนเต็มบวก เอกลักษณ์ต่อไปนี้เป็นจริง

QGPn+1(x)QGPn−1(x)−QGP 2
n(x) = (−1)nAB

โดยที่ A =

3∑
k=0

(αk(x) + iαk−1(x))ek และ B =

3∑
k=0

(βk(x) + iβk−1(x))ek
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พิสูจน์. ใช้ผล จากทฤษฎีบท 3.4
QGPn+1(x)QGPn−1(x)−QGP 2

n(x)

= (
αn+1(x)A− βn+1(x)B

α(x)− β(x)
)(
αn−1(x)A− βn−1(x)B

α(x)− β(x)
)− (

αn(x)A− βn(x)B

α(x)− β(x)
)2

=
1

(α(x)− β(x))2
[−αn(x)α(x)βn(x)β−1(x)AB− βn(x)β(x)αn(x)α−1(x)BA+2αn(x)βn(x)AB]

=
1

(α(x)− β(x))2
(α(x)β(x))nAB[(−α(x)β−1(x)− β(x)α−1(x) + 2)]

=
1

(α(x)− β(x))2
(−1)nAB[−α(x)

β(x)
− β(x)

α(x)
+ 2]

=
1

(α(x)− β(x))2
(−1)nAB[−α2(x)

−1
− β2(x)

−1
+ 2]

=
1

(α(x)− β(x))2
(−1)nAB[(α(x)− β(x))2]

= (−1)nAB

บทนิยาม 3.6. สังยุคของพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน กำหนดโดย

QGP ∗
n(x) = e0GPn(x)− e1GPn+1(x)− e2GPn+2(x)− e3GPn+3(x)

เมื่อ e0, e1, e2 และ e3 เป็นหน่วยควอเทอร์เนียน โดยที่ e20 = 1, e0ei = eie0 = ei, i = 1, 2, 3

e21 = e22 = e23 = e1e2e3 = −1 และ GPn(x) เป็นพจน์ที่ n ของพหุนามเกาส์เซียนเพลล์

บทนิยาม 3.7. สังยุคเชิงซ้อนของพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน กำหนดโดย

QGPn(x) = e0GPn(x) + e1GPn+1(x) + e2GPn+2(x) + e3GPn+3(x)

เมื่อ e0, e1, e2 และ e3 เป็นหน่วยควอเทอร์เนียน โดยที่ e20 = 1, e0ei = eie0 = ei, i = 1, 2, 3

e21 = e22 = e23 = e1e2e3 = −1 และ GPn(x) เป็นพจน์ที่ n ของพหุนามเกาส์เซียนเพลล์

บทตั้ง 3.8. สำหรับพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน QGPn(x) สอดคล้องกับเอกลักษณ์ดังต่อไปนี้

QGPn(x)QGP ∗
n(x) = GP 2

n(x) +GP 2
n+1(x) +GP 2

n+2(x) +GP 2
n+3(x)

พิสูจน์. จากบทนิยาม 3.1 และบทนิยาม 3.6 จะได้ว่า
QGPn(x)QGP ∗

n(x)

= (e0GPn(x) + e1GPn+1(x) + e2GPn+2(x) + e3GPn+3(x))

(e0GPn(x)− e1GPn+1(x)− e2GPn+2(x)− e3GPn+3(x))

= e20GP 2
n(x)− e21GP 2

n+1(x)− e22GP 2
n+2(x)− e23GP 2

n+3(x)

= GP 2
n(x) +GP 2

n+1(x) +GP 2
n+2(x) +GP 2

n+3(x)
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ทฤษฎีบท 3.9. พหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียนสอดคล้องกับเอกลักษณ์ ดังต่อไปนี้

QGPn(x)QGP ∗
n(x) = (x+ i)(8x2 + 4)P2n+2(x)

พิสูจน์. จากบทตั้ง 3.8, (2.1), (2.3), (2.4) และ (2.5)
QGPn(x)QGP ∗

n(x) = GP 2
n(x) +GP 2

n+1(x) +GP 2
n+2(x) +GP 2

n+3(x)

= P 2
n+3(x)− P 2

n−1(x) + 2i(Pn(x)(Pn−1(x) + Pn+1(x))

+Pn+2(x)(Pn+1(x) + Pn+3(x)))

= P 2
n+3(x)− P 2

n−1(x) + 2i(Pn(x)Qn(x)) + (Pn+2(x)Qn+2(x)))

= P 2
n+3(x)− P 2

n−1(x) + 2i(P2n(x)) + P2(n+2)(x))

= (8x3 + 4x)P2(n+1)(x) + 2i(4x2 + 2)P2(n+1)(x)

= (x+ i)(8x2 + 4)P2n+2(x)

ทฤษฎีบท 3.10. สำหรับพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน QGPn(x) สังยุคของพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเท
อร์เนียนQGP ∗

n(x) และสังยุคเชิงซ้อนของพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียนQGPn(x) จะได้เอกลักษณ์ดังต่อไป
นี้เป็นจริง

QGPn(x) +QGP ∗
n(x) = 2e0GPn(x)

QGPn(x) +QGPn(x) = 2

3∑
k=0

ekPn+k(x)

QGP 2
n(x) +QGPn(x)QGP ∗

n(x) = 2e0GPn(x)QGPn(x)

พิสูจน์. QGPn(x) +QGP ∗
n(x) = (e0GPn(x) + e1GPn+1(x) + e2GPn+2(x) + e3GPn+3(x))

+(e0GPn(x)− e1GPn+1(x)− e2GPn+2(x)− e3GPn+2(x))

= 2e0GPn(x)

QGPn(x) +QGPn(x) = (e0GPn(x) + e1GPn+1(x) + e2GPn+2(x) + e3GPn+3(x))

+(e0GPn(x) + e1GPn+1(x) + e2GPn+2(x) + e3GPn+3(x))

= 2e0Pn(x) + 2e1Pn+1(x) + 2e2Pn+2(x) + 2e3Pn+3(x)

= 2

3∑
k=0

ekPn+k(x)

และ
QGP 2

n(x) +QGPn(x)QGP ∗
n(x) = QGPn(x)(QGPn(x) +QGP ∗

n(x))

= 2e0GPn(x)QGPn(x)

ทฤษฎีบท 3.11. สำหรับพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน QGPn(x) สังยุคของพหุนามเกาส์เซียน
เพลล์ควอเทอร์เนียนQGP ∗

n(x) และสังยุคเชิงซ้อนของพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียนQGPn(x) จะได้เอกลักษณ์
ดังต่อไปนี้เป็นจริง

QGPn(x)−QGP ∗
n(x) = 2

3∑
k=1

ekGPn+k(x)

QGPn(x)−QGPn(x) = 2i
2∑

k=−1

ekPn+k(x)
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QGP 2
n(x)−QGPn(x)QGP ∗

n(x) = 2QGPn(x)

3∑
k=1

ekGPn+k(x)

พิสูจน์. QGPn(x)−QGP ∗
n(x) = (e0GPn(x) + e1GPn+1(x) + e2GPn+2(x) + e3GPn+3(x))

− (e0GPn(x)− e1GPn+1(x)− e2GPn+2(x)− e3GPn+2(x))

= 2
3∑

k=1

ekGPn+k(x)

QGPn(x)−QGPn(x) = (e0GPn(x) + e1GPn+1(x) + e2GPn+2(x) + e3GPn+3(x))

−(e0GPn(x) + e1GPn+1(x) + e2GPn+2(x) + e3GPn+3(x))

= 2ie0Pn−1(x) + 2ie1Pn(x) + 2ie2Pn+1(x) + 2ie3Pn+2(x)

= 2i
2∑

k=−1

ekPn+k(x)

และ
QGP 2

n(x)−QGPn(x)QGP ∗
n(x) = QGPn(x)(QGPn(x)−QGP ∗

n(x))

= 2QGPn(x)
3∑

k=1

ekGPn+k(x)

3.2 เอกลักษณ์ของพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน
บทนิยาม 3.12. ให้ n เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ พหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน กำหนดโดย

QGQn(x) = e0GQn(x) + e1GQn+1(x) + e2GQn+2(x) + e3GQn+3(x)

เมื่อ e0, e1, e2 และ e3 เป็นหน่วยควอเทอร์เนียน โดยที่ e20 = 1, e0ei = eie0 = ei, i = 1, 2, 3,

e21 = e22 = e23 = e1e2e3 = −1 และ GQn(x) เป็นพจน์ที่ n ของพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส

ทฤษฎีบท 3.13. ให้ n เป็นจำนวนเต็มบวก จะได้ความสัมพันธ์เวียนเกิด ดังนี้

QGQn(x) + 2xQGQn+1(x) = QGQn+2(x)

พิสูจน์. ในทำนองเดียวกันกับ ทฤษฎีบท 3.2

จากทฤษฎีบท 3.13 ให้ α(x) และ β(x) เป็นรากของสมการ QGQn(x) + 2xQGQn+1(x) = QGQn+2(x)

จะได้ α(x) = x+
√
1 + x2, β(x) = x−

√
1 + x2, α(x) + β(x) = 2x, α(x)−β(x) = 2

√
x2 + 1 และ

α(x)β(x) = −1

บทตั้ง 3.14. ให้ n เป็นจำนวนเต็มบวก จะได้

2xGPn+1(x) + 2GPn(x) = GQn+1(x)

พิสูจน์. จาก (2.1), (2.9) และ (2.11)
2xGPn+1(x) + 2GPn(x) = 2x(Pn+1(x) + iPn(x)) + 2(Pn(x) + iPn−1(x))

= (2xPn+1(x) + 2xiPn(x)) + (2Pn(x) + 2iPn−1(x))
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= (2xPn+1(x) + 2Pn(x)) + (2xiPn(x) + 2iPn−1(x))

= (2xPn+1(x) + 2Pn(x)) + i(2xPn(x) + 2Pn−1(x))

= Qn+1(x) + iQn(x)

= GQn+1(x)

ทฤษฎีบท 3.15. ให้ n เป็นจำนวนเต็มบวก จะได้

2xQGPn+1(x) + 2QGPn(x) = QGQn+1(x)

พิสูจน์. จากบทตั้ง 3.14
2xQGPn+1(x) + 2QGPn(x)

= 2x(e0GPn+1(x) + e1GPn+2(x) + e2GPn+3(x) + e3GPn+4(x))

+ 2(e0GPn(x) + e1GPn+1(x) + e2GPn+2(x) + e3GPn+3(x))

= (2xe0GPn+1(x) + 2e0GPn(x)) + (2xe1GPn+2(x) + 2e1GPn+1(x))

+ (2xe2GPn+3(x) + 2e2GPn+2(x)) + (2xe3GPn+4(x) + 2e3GPn+3(x))

= e0(2xGPn+1(x) + 2GPn(x)) + e1(2xGPn+2(x) + 2GPn+1(x))

+ e2(2xGPn+3(x) + 2GPn+2(x)) + e3(2xGPn+4(x) + 2GPn+3(x))

= e0GQn+1(x) + e1GQn+2(x) + e2GQn+3(x) + e3GQn+4(x)

= QGQn+1(x)

ทฤษฎีบท 3.16. (สูตรบิเนต) ให้ n เป็นจำนวนเต็มบวก สูตรบิเนตสำหรับพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน
คือ

QGQn(x) = αn(x)A+ βn(x)B

โดยที่ A =
3∑

k=0

(αk(x) + iαk−1(x))ek และ B =
3∑

k=0

(βk(x) + iβk−1(x))ek

พิสูจน์. จากบทตั้ง 3.3 ทฤษฎีบท 3.15 และ α(x) + β(x) = 2x

αn(x)A+ βn(x)B = (α(x)QGPn(x) +QGPn−1(x)) + (β(x)QGPn(x)) +QGPn−1(x))

= (α(x)QGPn(x) + β(x)QGPn(x)) + 2QGPn−1(x)

= (α(x) + β(x))QGPn(x) + 2QGPn−1(x)

= 2xQGPn(x) + 2QGPn−1(x)

= QGQn(x)

ทฤษฎีบท 3.17. (เอกลักษณ์แคสสินี) ให้ n เป็นจำนวนเต็มบวก เอกลักษณ์ต่อไปนี้เป็นจริง

QGQn+1(x)QGQn−1(x)−QGQ2
n(x) = (−1)n+1(α(x)− β(x))2AB

โดยที่ A =
3∑

k=0

(αk(x) + iαk−1(x))ek และ B =
3∑

k=0

(βk(x) + iβk−1(x))ek
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พิสูจน์. ใช้ผลจากทฤษฎีบท 3.16
QGQn+1(x)QGQn−1(x)−QGQ2

n(x)

= (αn+1(x)A+ βn+1(x)B)(αn−1(x)A+ βn−1(x)B)− (αn(x)A+ βn(x)B)2

= αn+1(x)Aβn−1(x)B + βn+1(x)Bαn−1(x)A− 2αn(x)βn(x)AB

= (α(x)β(x))nAB[(α1(x)β−1(x) + β1(x)α−1(x)− 2)]

= (−1)n(−α2(x)− β2(x)− 2)AB

= (−1)n+1(α(x)− β(x))2AB

ทฤษฎีบท 3.18. สำหรับพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียนใด ๆ และพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียนใด ๆ
จะได้

QGQ2
n(x)

4
− (x2 + 1)QGP 2

n(x) = (−1)nAB

โดยที่ A =
3∑

k=0

(αk(x) + iαk−1(x))ek และ B =
3∑

k=0

(βk(x) + iβk−1(x))ek

พิสูจน์. QGQ2
n(x)

4
− (x2 + 1)QGP 2

n(x)

=
(αn(x)A+ βn(x)B)2

4
− (x2 + 1)(

αn(x)A− βn(x)B

α(x)− β(x)
)2

=
(α2n(x)A2 + 2αn(x)βn(x)AB + β2n(x)B2)

4
− (x2+1)

(α2n(x)A2 − 2αn(x)βn(x)AB + β2n(x)B2

4x2 + 4

=
α2n(x)A2 + 2αn(x)βn(x)AB + β2n(x)B2

4
− α2n(x)A2 − 2αn(x)βn(x)AB + β2n(x)B2

4

=
4αn(x)βn(x)AB

4
= (−1)nAB

บทนิยาม 3.19. สังยุคของพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน กำหนดโดย

QGQ∗
n(x) = e0GQn(x)− e1GQn+1(x)− e2GQn+2(x)− e3GQn+3(x)

เมื่อ e0, e1, e2 และ e3 เป็นหน่วยควอเทอร์เนียน โดยที่ e20 = 1, e0ei = eie0 = ei, i = 1, 2, 3,

e21 = e22 = e23 = e1e2e3 = −1 และ GQn(x) เป็นพจน์ที่ n ของพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส

บทนิยาม 3.20. สังยุคเชิงซ้อนของพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน-ลูคัส กำหนดโดย

QGQn(x) = e0GQn(x) + e1GQn+1(x) + e2GQn+2(x) + e3GQn+3(x)

เมื่อ e0, e1, e2 และ e3 เป็นหน่วยควอเทอร์เนียน โดยที่ e20 = 1, e0ei = eie0 = ei, i = 1, 2, 3,

e21 = e22 = e23 = e1e2e3 = −1 และ GQn(x) เป็นพจน์ที่ n ของพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส

บทตั้ง 3.21. พหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียนสอดคล้องกับเอกลักษณ์ ดังต่อไปนี้

QGQn(x)QGQ∗
n(x) = GQ2

n(x) +GQ2
n+1(x) +GQ2

n+2(x) +GQ2
n+3(x)
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พิสูจน์. ในทำนองเดียวกันกับ บทตั้ง 3.8

ทฤษฎีบท 3.22. พหุนามเกาส์เซียนเพลล์เพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียนสอดคล้องกับเอกลักษณ์ ดังต่อไปนี้

QGQn(x)QGQ∗
n(x) = ((4x2 + 4)(8x3 + 4x) + (8ix2 + 8i)(4x2 + 2))P2n+2(x)

พิสูจน์. จากบทตั้ง 3.21, (2.2), (2.3), (2.4), (2.6) และ (2.11)
QGQn(x)QGQ∗

n(x) = GQ2
n(x) +GQ2

n+1(x) +GQ2
n+2(x) +GQ2

n+3(x)

= Q2
n+3(x)−Q2

n−1(x) + 2i(Qn(x)(Qn−1(x) +Qn+1(x))

+Qn+2(x)(Qn+1(x) +Qn+3(x)))

= Q2
n+3(x)−Q2

n−1(x) + 2i(4(x2 + 1)P2n(x) + 4(x2 + 1)P2(n+2)(x))

= (4x2 + 4)(8x3 + 4x)P2n+2(x) + (8ix2 + 8i)P2n(x)

+(8ix2 + 8i)P2n+4(x)

= ((4x2 + 4)(8x3 + 4x) + (8ix2 + 8i)(4x2 + 2))P2n+2(x)

ทฤษฎีบท 3.23. สำหรับพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน QGQn(x) สังยุคของพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์
ลูคัสควอเทอร์เนียน QGQ∗

n(x) และสังยุคเชิงซ้อนของพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน QGQn(x) จะได้
เอกลักษณ์ดังต่อไปนี้เป็นจริง

QGQn(x) +QGQ∗
n(x) = 2e0GQn(x)

QGQn(x) +QGQn(x) = 2
3∑

s=0

esQn+s(x)

QGQ2
n(x) +QGQn(x)QGQ∗

n(x) = 2e0GQn(x)QGQn(x)

พิสูจน์. ในทำนองเดียวกันกับ ทฤษฎีบท 3.10

ทฤษฎีบท 3.24. สำหรับพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน QGQn(x) สังยุคของพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์
ลูคัสควอเทอร์เนียน QGQ∗

n(x) และสังยุคเชิงซ้อนของพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน QGQn(x) จะได้
เอกลักษณ์ดังต่อไปนี้เป็นจริง

QGQn(x)−QGQ∗
n(x) = 2

3∑
k=1

ekGQn+s(x)

QGQn(x)−QGQn(x) = 2i
2∑

k=−1

ekQn+k(x)

QGQ2
n(x)−QGQn(x)QGQ∗

n(x) = 2QGQn(x)
3∑

k=1

ekGQn+s(x)

พิสูจน์. ในทำนองเดียวกันกับ ทฤษฎีบท 3.11

4 สรุปผลและอภิปรายผล
งานวิจัยนี้ศึกษาเรื่องพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน และพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน โดย

ได้ศึกษาความสัมพันธ์เวียนเกิด สูตรบิเนต ผลบวก ผลต่าง ผลคูณ เอกลักษณ์แคสสินี อีกทั้งยังได้ศึกษา ผลบวก ผล
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ต่าง และผลคูณ ระหว่างพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน กับสังยุค และระหว่างพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอ
เทอร์เนียน กับสังยุค ซึ่งผลการศึกษาปรากฎว่า สามารถเขียนความสัมพันธ์เวียนเกิดของพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเท
อร์เนียน และพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน ได้ดังนี้ QGPn(x) + 2xQGPn+1(x) = QGPn+2(x)

และ QGQn(x) + 2xQGQn+1(x) = QGQn+2(x) ตามลำดับ สามารถเขียนสูตรบิเนตของพหุนามเกาส์เซียนเพล
ล์ควอเทอร์เนียน และพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน ได้ในรูป QGPn(x) =

αn(x)A− βn(x)B

α(x)− β(x)
และ

QGQn(x) = αn(x)A+βn(x)B เมื่อ α(x) = x+
√
1 + x2 , β(x) = x−

√
1 + x2 ตามลำดับ ได้เอกลักษณ์

แคสสินี ของพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ควอเทอร์เนียน และพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน คือ
QGPn+1(x)QGPn−1(x)−QGP 2

n(x) = (−1)nAB และ QGQn+1(x)QGQn−1(x)−QGQ2
n(x)

= (−1)n+1(α(x) − β(x))2AB ตามลำดับ นอกจากนี้เราสามารถศึกษาทฤษฎีบทอื่น ๆ เกี่ยวกับพหุนามเกาส์เซียน
เพลล์ควอเทอร์เนียน และพหุนามเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสควอเทอร์เนียน ได้ในงานวิจัยเล่มนี้
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