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งานวิจัยนี้ศึกษาเกี่ยวกับพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ และพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส ซึ่งเป็นการต่อยอดแนวคิด
จากงานวิจัยของ E. Ozkan และ T. Alp (2022) โดยได้ศึกษาผลคูณ ผลบวก ผลต่าง และสังยุคของพหุนามไบเกาส์
เซียนเพลล์ และพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส รวมทั้งศึกษา ผลบวกย่อย ผลบวกย่อยพจน์คู่ ผลบวกย่อยพจน์คี่ และเม
ทริกซ์ของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ และพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส
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1 บทนำ
A. Dasdemir [2] ได้ศึกษาจำนวนเพลล์ และจำนวนเพลล์-ลูคัส นิยามโดยความสัมพันธ์เวียนเกิด Pn = 2Pn−1+

Pn−2, n ≥ 2 และQn = 2Qn−1+Qn−2, n ≥ 2 โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้น P0 = 0,P1 = 1 และQ0 = 2, Q1 = 2

ตามลำดับ
มีงานวิจัยจำนวนมากได้ศึกษาสมบัติของพหุนามเพลล์ และพหุนามเพลล์-ลูคัส รวมทั้งเอกลักษณ์ที่สำคัญของจำนวน

ดังกล่าว A. F. Horadam และ Bro. J. M. Mahon [3] ได้ศึกษาพหุนามเพลล์ และพหุนามเพลล์-ลูคัส โดยนิยาม
ความสัมพันธ์เวียนเกิด Pn(x) = 2Pn−1(x) + Pn−2(x), n ≥ 2 โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้น P0(x) = 0, P1(x) = 1

และ Qn(x) = 2Qn−1(x) + Qn−2(x), n ≥ 2 โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้น Q0 = 2, Q1 = 2x ต่อมา S. Halici
และ S.Oz [4] ได้นิยามพหุนามเกาส์เซียนเพลล์ โดยนิยามความสัมพันธ์เวียนเกิด GPn+1(x) = 2xGPn(x) +

GPn−1(x) โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้น GP0(x) = i, GP1(x) = 1 และ T. Yagmur [5] ได้นิยามพหุนามเกาส์เซียน
เพลล์-ลูคัส GQn+1(x) = 2xGQn(x) + GQn−1(x) โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้น GQ0(x) = 2 − 2xi,GQ1(x) =

2x + 2i ต่อมา H. Gokas [6] ได้ให้นิยามของจำนวนไบเกาส์เซียนเพลล์ และจำนวนไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส เมื่อ
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Pn และ Qn เป็นพจน์ที่ n ของจำนวนเพลล์ และจำนวนเพลล์-ลูคัส จะได้ความสัมพันธ์เวียนเกิด คือ BGPn =

2BGPn−1 +BGPn−2 และ BGQn = 2BGQn−1 +BGQn−2

การทำวิจัยในครั้งนี้ผู้จัดทำสนใจที่จะศึกษาพหุนามเพลล์ และพหุนามเพลล์-ลูคัส และจำนวนไบเกาส์เซียนเพลล์ และ
จำนวนไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส ได้ศึกษาเพิ่มเติมให้อยู่ในรูปพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ และพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์
ลูคัส และศึกษาผลคูณ ผลต่าง ผลบวก ผลบวกย่อย ผลบวกย่อยพจน์คู่ ผลบวกย่อยพจน์คี่ เมทริกซ์ รวมถึงสังยุคที่
เกี่ยวข้องกับพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ และพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส

2 ความรู้พื้นฐาน
A. Dasdemir [2] ได้ศึกษาลำดับของจำนวนเพลล์ ดังนี้

0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, 2378,…

ความสัมพันธ์เวียนเกิดของจำนวนเพลล์ กำหนดโดย

Pn = 2Pn−1 + Pn−2, n ≥ 2 โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้น P0 = 0, P1 = 1 (2.1)

สูตรบิเนตของจำนวนเพลล์ คือ

Pn =
αn − βn

α− β
โดยที่ n ≥ 2 (2.2)

เมื่อ α = 1 +
√
2 , β = 1−

√
2

นอกจากนี้ยังได้ศึกษาลำดับของจำนวนเพลล-์ลูคัส

2, 2, 6, 14, 34, 82, 198, 478, 1154, 2786, ...

ความสัมพันธ์เวียนเกิดของจำนวนเพลล-์ลูคัส กำหนดโดย

Qn = 2Qn−1 +Qn−2, n ≥ 2 โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้น Q0 = 2, Q1 = 2 (2.3)

สูตรบิเนตของจำนวนเพลล์-ลูคัส คือ

Qn = αn + βn โดยที่ n ≥ 2 (2.4)

เมื่อ α = 1 +
√
2 , β = 1−

√
2

H. Gokbas [6] ได้ให้นิยามของจำนวนไบเกาส์เซียนเพลล์ BGPn ดังนี้

BGPn = Pn + iPn−1 + jPn−2 + ijPn−3 (2.5)

เมื่อ i, j และ ij เป็นส่วนจินตภาพ เป็นไปตามเงื่อนไข i2 = −1, j2 = −1, ij = ji

เมื่อ Pn เป็นพจน์ที่ n ของจำนวนเพลล์ และจะได้ความสัมพันธ์เวียนเกิด คือ

BGPn = 2BGPn−1 +BGPn−2 (2.6)
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สูตรบิเนตของจำนวนไบเกาส์เซียนเพลล์ คือ

BGPn =
α̂αn−3 − β̂βn−3

α− β
(2.7)

เมื่อ α̂ = α3 + iα2 + jα+ ij, α = 1 +
√
2 , β̂ = β3 + iβ2 + jβ + ij, β = 1−

√
2

ให้ BGPn และ BGPm เป็นจำนวนไบเกาส์เซียนเพลล์ใด ๆ
การบวก และการลบ นิยามโดย

BGPn ±BGPm = (Pn + iPn−1 + jPn−2 + ijPn−3)

±(Pm + iPm−1 + jPm−2 + ijPm−3)

= (Pn ± Pm) + i(Pn−1 ± Pm−1) + j(Pn−2 ± Pm−2)

+ij(Pn−3 ± Pm−3)

การคูณ นิยามโดย

BGPn ×BGPm = (Pn + iPn−1 + jPn−2 + ijPn−3)

×(Pm + iPm−1 + jPm−2 + ijPm−3)

= (PnPm − Pn−1Pm−1 − Pn−2Pm−2 + Pn−3Pm−3)

+i(PnPm−1 + Pn−1Pm − Pn−2Pm−3 − Pn−3Pm−2)

+j(PnPm−2 + Pn−2Pm − Pn−1Pm−3 − Pn−3Pm−1

+ij(PnPm−3 + Pn−3Pm + Pn−1Pm−2 + Pn−2Pm−1)

= BGPm ×BGPn

สังยุคจำนวนไบเกาส์เซียนเพลล์ กำหนด 3 แบบต่อไปนี้

(BGPn)
∗
i = Pn − iPn−1 + jPn−2 − ijPn−3 (2.8)

(BGPn)
∗
j = Pn + iPn−1 − jPn−2 − ijPn−3 (2.9)

(BGPn)
∗
ij = Pn − iPn−1 − jPn−2 + ijPn−3 (2.10)

และจำนวนไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส นิยามดังนี้

BGQn = Qn + iQn−1 + jQn−2 + ijQn−3 (2.11)

เมื่อ Qn เป็นพจน์ที่ n ของจำนวนเพลล-์ลูคัส และจะได้ความสัมพันธ์เวียนเกิด คือ

BGQn = 2BGQn−1 +BGQn−2 (2.12)
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สูตรบิเนตของจำนวนไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส คือ

BGQn = α̂αn−3 + β̂βn−3 (2.13)

เมื่อ α̂ = α3 + iα2 + jα+ ij, α = 1 +
√
2 , β̂ = β3 + iβ2 + jβ + ij, β = 1−

√
2

ให้ BGQn และ BGQm เป็นจำนวนไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสใด ๆ
การบวกและการลบ นิยามโดย

BGQn ±BGQm = (Qn + iQn−1 + jQn−2 + ijQn−3)

±(Qm + iQm−1 + jQm−2 + ijQm−3)

= (Qn ±Qm) + i(Qn−1 ±Qm−1) + j(Qn−2 ±Qm−2)

+ij(Qn−3 ±Qm−3)

การคูณ นิยามโดย

BGQn ×BGQm = (Qn + iQn−1 + jQn−2 + ijQn−3)

×(Qm + iQm−1 + jQm−2 + ijQm−3)

= (QnQm −Qn−1Qm−1 −Qn−2Qm−2 +Qn−3Qm−3)

+i(QnQm−1 +Qn−1Qm −Qn−2Qm−3 −Qn−3Qm−2)

+j(QnQm−2 +Qn−2Qm −Qn−1Qm−3 −Qn−3Qm−1

+ij(QnQm−3 +Qn−3Qm +Qn−1Qm−2 +Qn−2Qm−1)

= BGQm ×BGQn

สังยุคจำนวนไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส มี 3 รูปแบบดังต่อไปนี้

(BGQn)
∗
i = Qn − iPn−1 + jQn−2 − ijQn−3 (2.14)

(BGQn)
∗
j = Qn + iPn−1 − jQn−2 − ijQn−3 (2.15)

(BGQn)
∗
ij = Qn − iQn−1 − jQn−2 + ijQn−3 (2.16)

A. F. Horadam และ Bro. J. M. Mohon [3] ได้ศึกษาพหุนามเพลล์โดยให้นิยามความสัมพันธ์เวียนเกิดของพหุนาม
เพลล์ กำหนดโดย

Pn(x) = 2xPn−1(x) + Pn−2(x) , n ≥ 2 (2.17)

โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้น P0(x) = 0, P1(x) = 1

สูตรบิเนตของพหุนามเพลล์ คือ

Pn(x) =
αn(x)− βn(x)

α(x)− β(x)
, n ≥ 2 (2.18)
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เมื่อ α = x+
√
x2 + 1 และ β = x−

√
x2 + 1

และความสัมพันธ์เวียนเกิดของพหุนามเพลล-์ลูคัส กำหนดโดย

Qn(x) = 2xQn−1(x) +Qn−2(x) , n ≥ 2 (2.19)

โดยมีเงื่อนไขค่าเริ่มต้น Q0(x) = 2, Q1(x) = 2x

สูตรบิเนตของพหุนามเพลล์-ลูคัส คือ

Qn(x) = αn(x) + βn(x) , n ≥ 2 (2.20)

เมื่อ α = x+
√
x2 + 1 และ β = x−

√
x2 + 1

จะได้เอกลักษณ์ของพหุนามเพลล์ และพหุนามเพลล์-ลูคัส ดังนี้

P−n(x) = (−1)n+1Pn(x) (2.21)

Q−n(x) = (−1)nQn(x) (2.22)

P2n+1(x) = P 2
n+1(x) + P 2

n(x) (2.23)

Qn(x) = Pn+1(x)− Pn−1(x) (2.24)

Qn+1(x) +Qn−1(x) = 4(x2 + 1)Pn(x) (2.25)

Pn+2(x) = 2xPn+1(x) + Pn(x) (2.26)

Qn+2(x) = 2xQn+1(x) +Qn(x) (2.27)

2xPn(x) + 2Pn−1(x) = Qn(x) (2.28)

Pn(x)Qn(x) = P2n(x) (2.29)
n∑

k=1

Pk(x) =
Pn+1(x) + Pn(x)− 1

2x
(2.30)

n∑
k=1

P2k−1(x) =
P2n(x)

2x
(2.31)

n∑
k=1

P2k(x) =
P2n+1(x)− 1

2x
(2.32)

n∑
k=1

Qk(x) =
Qn+1(x) +Qn(x)− 2x− 2

2x
(2.33)

n∑
k=1

Q2k(x) =
Q2n+1(x)− 2

2x
(2.34)

n∑
k=1

Q2k−1(x) =
Q2n(x)− 2

2x
(2.35)

Q2
n+r(x)−Q2

n−r(x) = 4(x2 + 1)P2n(x)P2r(x) (2.36)

P 2
n(x)− Pn+r(x)Pn−r(x) = (−1)n−rP 2

r (x) (2.37)
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Q2
n(x)−Qn+r(x)Qn−r(x) = (−1)n−r+14(x2 + 1)P 2

r (x) (2.38)

Pn+h(x)Pn+k(x)− Pn(x)Pn+h+k(x) = (−1)nPh(x)Pk(x) (2.39)

Pn+r(x) + Pn−r(x) =

Pn(x)Qr(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคู่
Qn(x)Pr(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคี่

(2.40)

Qn+r(x) +Qn−r(x) =

Qn(x)Qr(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคู่
4(x2 + 1)Pn(x)Pr(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคี่

(2.41)

Pn+r(x)− Pn−r(x) =

Qn(x)Pr(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคู่
Pn(x)Pr(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคี่

(2.42)

Qn+r(x)−Qn−r(x) =

4(x2 + 1)Pn(x)Pr(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคู่
Qn(x)Qr(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคี่

(2.43)

E. Ozkan และ T. Alp [1] ได้ให้นิยามพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ BGPn(x) นิยามโดย

BGPn(x) = Pn(x) + iPn−1(x) + jPn−2(x) + ijPn−3(x) (2.44)

เมื่อ Pn(x) เป็นพจน์ที่ n ของพหุนามเพลล์ และจะได้ความสัมพันธ์เวียนเกิดของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ ดังนี้

BGPn(x) = 2xBGPn−1(x) +BGPn−2(x) (2.45)

สูตรบิเนตของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ คือ

BGPn(x) =
α̂αn−3(x)− β̂βn−3(x)

α(x)− β(x)
(2.46)

และพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส BGQn(x) นิยามโดย

BGQn(x) = Qn(x) + iQn−1(x) + jQn−2(x) + ijQn−3(x) (2.47)

เมื่อ Qn(x) เป็นพจน์ทั่วไปของพหุนามเพลล-์ลูคัส และจะได้ความสัมพันธ์เวียนเกิดของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส

BGQn(x) = 2xBGQn−1(x) +BGQn−2(x) (2.48)

สูตรบิเนตของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส คือ

BGQn(x) = α̂αn−3(x) + β̂βn−3(x) (2.49)

3 ผลการศึกษา
ในบทนี้จะกล่าวถึงสมบัติบางประการของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ และพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส รวมถึงผล

บวก ผลต่าง ผลคูณ ผลบวกย่อย ผลบวกย่อยพจน์คู่ ผลบวกย่อยพจน์คี่ เมทริกซ์ และสังยุคต่าง ๆ ของพหุนามไบเกาส์
เซียนเพลล์ และพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส
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3.1 สมบัติบางประการของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์
จากพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ ซึ่งกำหนดโดย

BGPn(x) = Pn(x) + iPn−1(x) + jPn−2(x) + ijPn−3(x)

สังยุคของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ มี 3 แบบดังต่อไปนี้

(BGPn(x))
∗
i = Pn(x)− iPn−1(x) + jPn−2(x)− ijPn−3(x) (3.1)

(BGPn(x))
∗
j = Pn(x) + iPn−1(x)− jPn−2(x)− ijPn−3(x) (3.2)

(BGPn(x))
∗
ij = Pn(x)− iPn−1(x)− jPn−2(x) + ijPn−3(x) (3.3)

ทฤษฎีบท 3.1. ให้ BGPn(x) และ BGPm(x) เป็นพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ใด ๆ จะได้สังยุคของผลคูณของสอง
จำนวน ดังนี้

1) (BGPn(x)×BGPm(x))∗i = (BGPn(x))i
∗ × (BGPm(x))∗i

2) (BGPn(x)×BGPm(x))∗j = (BGPn(x))
∗
j × (BGPm(x))∗j

3) (BGPn(x)×BGPm(x))∗ij = (BGPn(x))
∗
ij × (BGPm(x))∗ij

พิสูจน์. 1) พิจารณา
(BGPn(x)×BGPm(x))∗i

= [(Pn(x) + iPn−1(x) + jPn−2(x) + ijPn−3(x))× (Pm(x)

+iPm−1(x) + jPm−2(x) + ijPm−3(x))]
∗
i

= [Pn(x)Pm(x) + iPn(x)Pm−1(x) + jPn(x)Pm−2(x) + ijPn(x)Pm−3(x)

+iPn−1(x)Pm(x) + i2Pn−1(x)Pm−1(x) + ijPn−1(x)Pm−2(x)

+i2jPn−1(x)Pm−3(x) + jPn−2(x)Pm(x) + ijPn−2(x)Pm−1(x)

+j2Pn−2(x)Pm−2(x) + ij2Pn−2(x)Pm−3(x) + ijPn−3(x)Pm(x)

+i2jPn−3(x)Pm−1(x) + ij2Pn−3(x)Pm−2(x) + i2j2Pn−3(x)Pm−3(x)]
∗
i

= [Pn(x)Pm(x) + iPn(x)Pm−1(x) + jPn(x)Pm−2(x) + ijPn(x)Pm−3(x)

+iPn−1(x)Pm(x)− Pn−1(x)Pm−1(x) + ijPn−1(x)Pm−2(x)

−jPn−1(x)Pm−3(x) + jPn−2(x)Pm(x) + ijPn−2(x)Pm−1(x)

−Pn−2(x)Pm−2(x)− iPn−2(x)Pm−3(x) + ijPn−3(x)Pm(x)

−jPn−3(x)Pm−1(x)− iPn−3(x)Pm−2(x) + Pn−3(x)Pm−3(x)]
∗
i

= [(Pn(x)Pm(x)− Pn−1(x)Pm−1(x)− Pn−2(x)Pm−2(x) + Pn−3(x)Pm−3(x))

+i(Pn(x)Pm−1(x) + Pn−1(x)Pm(x)− Pn−2(x)Pm−3(x)− Pn−3(x)Pm−2(x))

+j(Pn(x)Pm−2(x)− Pn−1(x)Pm−3(x) + Pn−2(x)Pm(x)− Pn−3(x)Pm−1(x))

+ij(Pn(x)Pm−3(x) + Pn−1(x)Pm−2(x) + Pn−2(x)Pm−1(x) + Pn−3(x)Pm(x))]∗i
= (Pn(x)Pm(x)− Pn−1(x)Pm−1(x)− Pn−2(x)Pm−2(x) + Pn−3(x)Pm−3(x))

−i(Pn(x)Pm−1(x) + Pn−1(x)Pm(x)− Pn−2(x)Pm−3(x)− Pn−3(x)Pm−2(x))

+j(Pn(x)Pm−2(x)− Pn−1(x)Pm−3(x) + Pn−2(x)Pm(x)− Pn−3(x)Pm−1(x))

−ij(Pn(x)Pm−3(x) + Pn−1(x)Pm−2(x) + Pn−2(x)Pm−1(x) + Pn−3(x)Pm(x))
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= (Pn(x)− iPn−1(x) + jPn−2(x)− ijPn−3(x))× (Pm(x)− iPm−1(x)

+jPm−2(x)− ijPm−3(x))

= (BGPn(x))
∗
i × (BGPm(x))∗i

การพิสูจน์ 2) และ 3) สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกัน

ทฤษฎีบท 3.2. ให้BGPn(x) เป็นพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ใด ๆ และ (BGPn(x))
∗
i , (BGPn(x))

∗
j

และ (BGPn(x))
∗
ij เป็นสังยุค 3 แบบของจำนวนไบเกาส์เซียนเพลล์ จะได้

1) BGPn(x)− (BGPn(x))
∗
i = 2i(Pn−1(x) + jPn−3(x))

2) BGPn(x) + (BGPn(x))
∗
i = 2(Pn(x) + jPn−3(x))

3) BGPn(x)− (BGPn(x))
∗
j = 2j(Pn−2(x) + iPn−3(x))

4) BGPn(x) + (BGPn(x))
∗
j = 2(Pn(x) + iPn−1(x))

5) BGPn(x)− (BGPn(x))
∗
ij = 2(iPn−1(x) + jPn−2(x))

6) BGPn(x) + (BGPn(x))
∗
ij = 2(Pn(x) + ijPn−3(x))

พิสูจน์. 1) พิจารณา
BGPn(x)− (BGPn(x))

∗
i

= (Pn(x) + iPn−1(x) + jPn−2(x) + ijPn−3(x))− (Pn(x)− iPn−1(x)

+jPn−2(x)− ijPn−3(x))

= Pn(x) + iPn−1(x) + jPn−2(x) + ijPn−3(x)− Pn(x) + iPn−1(x)

−jPn−2(x) + ijPn−3(x)

= 2iPn−1(x) + 2ijPn−3(x))

= 2i(Pn−1(x) + jPn−3(x))

2) พิจารณา
BGPn(x) + (BGPn(x))

∗
i

= (Pn(x) + iPn−1(x) + jPn−2(x) + ijPn−3(x)) + (Pn(x)− iPn−1(x)

+jPn−2(x)− ijPn−3(x))

= 2Pn(x) + 2jPn−2(x)

= 2(Pn(x) + jPn−2(x))

การพิสูจน์ 3), 4), 5) และ 6) สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกัน

ทฤษฎีบท 3.3. ให้ BGPn(x) เป็นพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ใด ๆ จะได้
1)

n∑
k=1

BGPk(x) =
1

2x
(BGPn+1(x) +BGPn(x)− 4(x2 − x+ 1))

2)
n∑

k=1

BGP2k−1(x) =
1

2x
(BGP2n(x)− 2(2x2 − x+ 1))

3)
n∑

k=1

BGP2k(x) =
1

2x
(BGP2n+1(x) + 2(x− 1))
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พิสูจน์. 1) จากเอกลักษณ์ (2.21) และ (2.31)

n∑
k=1

BGPk(x) =
n∑

k=1

(Pk(x) + iPk−1(x) + jPk−2(x) + ijPk−3(x))

=

n∑
k=1

Pk(x) + i

n∑
k=1

Pk−1(x) + j

n∑
k=1

Pk−2(x) + ij

n∑
k=1

Pk−3(x)

=
n∑

k=1

Pk(x) + i
n−1∑
k=0

Pk(x) + j
n−2∑
k=−1

Pk(x) + ij
n−3∑
k=−2

Pk(x)

=
n∑

k=1

Pk(x) + i

(
P0(x) +

n−1∑
k=1

Pk(x)

)
+ j

(
P−1(x) + P0(x) +

n−2∑
k=1

Pk(x)

)

+ij

(
P−2(x) + P−1(x) + P0(x) +

n−3∑
k=1

Pk(x)

)

=
n∑

k=1

Pk(x) + i

(
P0(x) +

n−1∑
k=1

Pk(x)

)

+j

(
(−1)1+1P1(x) + P0(x) +

n−2∑
k=1

Pk(x)

)

+ij

(
(−1)2+1P2(x) + (−1)1+1P1(x) + P0(x) +

n−3∑
k=1

Pk(x)

)

=

(
Pn+1(x) + Pn(x)− 1

2x

)
+ i

(
+0 +

Pn(x) + Pn−1(x)− 1

2x

)
+j

(
1 + 0 +

Pn−1(x) + Pn−2(x)− 1

2x

)
+ij

(
−2x+ 1 + 0 +

Pn−2(x) + Pn−3(x)− 1

2x

)
=

(
Pn+1(x) + Pn(x)− 1

2x

)
+ i

(
Pn(x) + Pn−1(x)− 1

2x

)
+j

(
Pn−1(x) + Pn−2(x) + 2x− 1

2x

)
+ij

(
Pn−2(x) + Pn−3(x)− 4x2 + 2x− 1

2x

)
=

(
Pn+1(x) + iPn(x) + jPn−1(x) + ijPn−2(x)

2x

)
+

(
Pn(x) + iPn−1(x) + jPn−2(x) + ijPn−3(x)

2x

)
+

(
−4x2 + 4x− 4

2x

)
=

1

2x
(BGPn+1(x) +BGPn(x)− 4(x2 − x+ 1))
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การพิสูจน์ 2) และ 3) สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกัน

ทฤษฎีบท 3.4. ให้ BGPn(x) เป็นพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ใด ๆ จะได้[
0 1

1 2x

]n [
BGP0(x)

BGP1(x)

]
=

[
BGPn(x)

BGPn+1(x)

]

พิสูจน์. พิจารณา

ให้ P (n) แทนข้อความ
[
0 1

1 2x

]n [
BGP0(x)

BGP1(x)

]
=

[
BGPn(x)

BGPn+1(x)

]
ขั้นฐาน ให้ n = 1 พิจารณา[

0 1

1 2x

]1 [
BGP0(x)

BGP1(x)

]
=

[
BGP1(x)

BGP0(x) + 2xBGP1(x)

]

=

[
BGP1(x)

BGP2(x)

]

ดังนั้น P(1) เป็นจริง

ขั้นอุปนัย สมมติให้ P (k) เป็นจริง นั่นคือ
[
0 1

1 2x

]k [
BGP0(x)

BGP1(x)

]
=

[
BGPk(x)

BGPk+1(x)

]
จะแสดงว่า P(k + 1) เป็นจริง พิจารณา[

0 1

1 2x

]k+1 [
BGP0(x)

BGP1(x)

]
=

[
0 1

1 2x

][
0 1

1 2x

]k [
BGP0(x)

BGP1(x)

]

=

[
0 1

1 2x

][
BGPk(x)

BGPk+1(x)

]

=

[
BGPk+1(x)

BGPk(x) + 2xBGPk+1(x)

]

=

[
BGPk+1(x)

BGPk+2(x)

]

ดังนั้น P(k+1) เป็นจริง
นั่นคือ

[
0 x

x 2x

]n [
BGP0(x)

BGP1(x)

]
=

[
BGPn(x)

BGPn+1(x)

]

ทฤษฎีบท 3.5. ให้ n และ r เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ จะได้

1)BGPn+r(x) +BGPn−r(x) =

Qr(x)BGPn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคู่
Pr(x)BGQn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคี่
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2)BGPn+r(x)−BGPn−r(x) =

Pr(x)BGQn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคู่
Qr(x)BGPn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคี่

พิสูจน์. แบ่งพิจารณาออกเป็น 2 กรณี ดังนี้
กรณีที่ 1 เมื่อ r เป็นจำนวนเต็มคู่
พิจารณา BGPn+r(x) +BGPn−r(x)

= (Pn+r(x) + iPn+r−1(x) + jPn+r−2(x) + ijPn+r−3(x)) + (Pn−r(x) + iPn−r−1(x)

+jPn−r−2(x) + ijPn−r−3(x))

= (Pn+r(x) + Pn−r(x)) + i(P(n−1)+r(x) + P(n−1)−r(x))

+ j(P(n−2)+r(x) + P(n−2)−r(x)) + ij(P(n−3)+r(x) + P(n−3)−r(x))

= (Pn(x)Qr(x)) + i(Pn−1(x)Qr(x)) + j(Pn−2(x)Qr(x))

+ ij(Pn−3(x)Qr(x))

= Qr(x)(Pn(x) + iPn−1(x) + jPn−2(x) + ijPn−3(x))

= Qr(x)BGPn(x)

กรณีที่ 2 เมื่อ r เป็นจำนวนเต็มคี่
พิจารณา BGPn+r(x) +BGPn−r(x)

= (Pn+r(x) + iPn+r−1(x) + jPn+r−2(x) + ijPn+r−3(x))

+(Pn−r(x) + iPn−r−1(x) + jPn−r−2(x) + ijPn−r−3(x))

= (Pn+r(x) + Pn−r(x)) + i(P(n−1)+r(x) + P(n−1)−r(x))

+j(P(n−2)+r(x) + P(n−2)−r(x)) + ij(P(n−3)+r(x) + P(n−3)−r(x))

= (Qn(x)Pr(x)) + i(Qn−1(x)Pr(x)) + j(Qn−2(x)Pr(x))

+ ij(Qn−3(x)Pr(x))

= Pr(x)(Qn(x) + iQn−1(x) + jQn−2(x) + ijQn−3(x))

= Pr(x)BGQn(x)

การพิสูจน์ 2) สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกัน

บทแทรก 3.6. ให้ n เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ จะได้

1)BGPn+1(x) +BGPn−1(x) = BGQn(x)

2)BGPn+1(x)−BGPn−1(x) = 2xBGPn(x)

พิสูจน์. จากทฤษฎีบท 3.5 พิจารณาเมื่อ r = 1 จะได้ BGPn+1(x) +BGPn−1(x) = P1(x)BGQn(x)

การพิสูจน์ 2) สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกัน

3.2 สมบัติบางประการของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส
ในหัวข้อนี้เราศึกษาพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสในลักษณะเดียวกันกับหัวข้อ 3.1 จากพหุนามไบเกาส์เซียน

เพลล์-ลูคัส กำหนดโดย

BGQn(x) = Qn(x) + iQn−1(x) + jQn−2(x) + ijQn−3(x)
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สังยุคของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส มี 3 แบบดังต่อไปนี้

(BGQn(x))
∗
i = Qn(x)− iQn−1(x) + jQn−2(x)− ijQn−3(x) (3.4)

(BGQn(x))
∗
j = Qn(x) + iQn−1(x)− jQn−2(x)− ijQn−3(x) (3.5)

(BGQn(x))
∗
ij = Qn(x)− iQn−1(x)− jQn−2(x) + ijQn−3(x) (3.6)

ทฤษฎีบท 3.7. ให้ BGQn(x) และ BGQm(x) เป็นพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสใด ๆ จะได้สังยุคของผลคูณของ
สองจำนวนใด ๆ ดังนี้

1) (BGQn(x)×BGQm(x))∗i = (BGQn(x))i
∗ × (BGQm(x))∗i

2) (BGQn(x)×BGQm(x))∗j = (BGQn(x))
∗
j × (BGQm(x))∗j

3) (BGQn(x)×BGQm(x))∗ij = (BGQn(x))
∗
ij × (BGQm(x))∗ij

พิสูจน์. ในทำนองเดียวกันกับทฤษฎีบท 3.1

ทฤษฎีบท 3.8. ให้BGQn(x) เป็นพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ใด ๆ และ (BGQn(x))
∗
i , (BGQn(x))

∗
j และ

(BGQn(x))
∗
ij เป็นสังยุค 3 แบบของจำนวนไบเกาส์เซียนเพลล์ จะได้

1) BGQn(x)− (BGQn(x))
∗
i = 2i(Qn−1(x) + jQn−3(x))

2) BGQn(x) + (BGQn(x))
∗
i = 2(Qn(x) + jQn−2(x))

3) BGQn(x)− (BGQn(x))
∗
j = 2j(Qn−2(x) + iQn−3(x))

4) BGQn(x) + (BGQn(x))
∗
j = 2(Qn(x) + iQn−1(x))

5) BGQn(x)− (BGQn(x))
∗
ij = 2(iQn−1(x) + jQn−2(x))

6) BGQn(x) + (BGQn(x))
∗
ij = 2(Qn(x) + ijQn−3(x))

พิสูจน์. ในทำนองเดียวกันกับทฤษฎีบท 3.2

ทฤษฎีบท 3.9. ให้ BGQn(x) เป็นพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัสใด ๆ จะได้
1)

n∑
k=1

BGQk(x) =
1

2x
(BGQn+1(x) +BGQn(x) + 8(x− 1)(x4 + 1))

2)

n∑
k=1

BGQ2k−1(x) =
1

2x
(BGQ2n(x) + 4(2x− 1)(x2 + 1))

3)

n∑
k=1

BGQ2k(x) =
1

2x
(BGQ2n+1(x)− 4(x2 + 1))

พิสูจน์. ในทำนองเดียวกันกับทฤษฎีบท 3.3

ทฤษฎีบท 3.10. ให้ BGQn(x) เป็นพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์-ลูคัสและ n ≥ 1 เป็นจำนวนเต็ม จะได้[
0 1

1 2x

]n [
BGQ0(x)

BGQ1(x)

]
=

[
BGQn(x)

BGQn+1(x)

]

พิสูจน์. ในทำนองเดียวกันกับทฤษฎีบท 3.4 โดยใช้อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์
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ทฤษฎีบท 3.11. ให้ n และ r เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ จะได้

1)BGQn+r(x) +BGQn−r(x) =

Qr(x)BGQn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคู่
4(x2 + 1)Pr(x)BGPn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคี่

2)BGQn+r(x)−BGQn−r(x) =

4(x2 + 1)Pr(x)BGPn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคู่
Qr(x)BGQn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคี่

พิสูจน์. ในทำนองเดียวกันกับทฤษฎีบท 3.5

บทแทรก 3.12. ให้ n เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ จะได้

1)BGQn+1(x) +BGQn−1(x) = 4(x2 + 1)BGPn(x)

2)BGQn+1(x)−BGQn−1(x) = 2xBGQn(x)

พิสูจน์. 1) จากทฤษฎีบท 3.11 พิจารณาเมื่อ r = 1 จะได้
BGQn+1(x) +BGQn−1(x) = 4(x2 + 1)P1(x)BGPn(x)

การพิสูจน์ 2) สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกัน

4 สรุปผลและอภิปรายผล
งานวิจัยนี้ศึกษาสมบัติบางประการของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ และพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส โดยได้ศึกษา

ผลคูณ ผลบวก และผลต่างระหว่างพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ กับสังยุคของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ และศึกษาผลคูณ
ผลบวก และผลต่างระหว่างพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส กับสังยุคของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส ในลักษณะ
เดียวกัน นอกจากนี้ยังได้ศึกษาผลบวก ผลต่าง ผลบวกย่อย ผลบวกย่อยพจน์คู่ ผลบวกย่อยพจน์คี่ และเมทริกซ์ของพหุ-
นามไบเกาส์เซียนเพลล์ และพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส ซึ่งผลการศึกษาปรากฎว่า สามารถเขียนผลบวกย่อย ผลบวก
ย่อยพจน์คี่ และพจน์คู่ของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ ได้ดังนี้
n∑

k=1

BGPk(x) =
1

2x
(BGPn+1(x) +BGPn(x)− 4(x2 − x+ 1))

n∑
k=1

BGP2k−1(x) =
1

2x
(BGP2n(x)− 2(2x2 − x+ 1)) และ

n∑
k=1

BGP2k(x) =
1

2x
(BGP2n+1(x) + 2(x− 1)) ตามลำดับ

สามารถเขียนผลบวกย่อย ผลบวกย่อยพจน์คี่ และพจน์คู่ของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส ได้ดังนี้
n∑

k=1

BGQk(x) =
1

2x
(BGQn+1(x) +BGQn(x) + 8(x− 1)(x4 + 1))

n∑
k=1

BGQ2k−1(x) =
1

2x
(BGQ2n(x) + 4(2x− 1)(x2 + 1)) และ
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n∑
k=1

BGQ2k(x) =
1

2x
(BGQ2n+1(x)− 4(x2 + 1)) ตามลำดับ

สามารถเขียนผลบวก และผลต่าง ของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ ได้ดังนี้

BGPn+r(x) +BGPn−r(x) =

Qr(x)BGPn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคู่
Pr(x)BGQn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคี่

BGPn+r(x)−BGPn−r(x) =

Pr(x)BGQn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคู่
Qr(x)BGPn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคี่

สามารถเขียนผลบวก และผลต่างของพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล-์ลูคัส ได้ดังนี้

BGQn+r(x) +BGQn−r(x) =

Qr(x)BGQn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคู่
4(x2 + 1)Pr(x)BGPn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคี่

BGQn+r(x)−BGQn−r(x) =

4(x2 + 1)Pr(x)BGPn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคู่
Qr(x)BGQn(x) เมื่อ r เป็นจำนวนคี่

นอกจากนี้เราสามารถศึกษาทฤษฎีบทอื่น ๆ เกี่ยวกับพหุนามไบเกาส์เซียนเพลล์ และพหุนามไบเกาส์เซียน
เพลล์-ลูคัสได้ในงานวิจัยนี้
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